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Bicolore

Je dispose de deux crayons, un rouge et un vert.
Je repasse en couleur les c™tZs et les diagonales de cet hexagone ; un c™tZ ou une diagonale n

avoir qu'une couleur. J'obtiens ainsi un @ghge.

D

Expliquez pourquoi, ~ partir de A, il y a au moins trois segments de meme couleur dans n'importe

quel coloriage.
Trois sommets de |IOhexagone dZterminent un triangle.
Montrer quO il existe toujours au moins un triangle unicolore dans n'impeeteajoriage.

Ce rZsultat esil encore vrai si on remplace I'hexagone par un pentagone ?

Au fait, combien y-&il de coloriages diffZrents de la figure initiale ?



Au carrZ

Observez, continuez ...

1/27137/4+1=52
21'3/1415+1=112
3/415716+1=192

Ecrivez la dixieme ligne.

Y at-il une ligne sur laquelle on trouve 1896
GZnZralisez

Adam et ZoZ

Adam et ZoZ s'opposent dans un jeu simple. Devantiretas de jetons ; chacun retire tour °
tour un nombre de jetons de son choix , ~ condition d'en prendre au moins un et d'en laisser a
moins la moitiZ. Par exemple s'il reste 7 jetons, ou 6, on peut en retirer 1, 2 ou 3. Celui qu
ramasse le derar jeton a perdu.

Au dZpart ily a5 jetons et ZoZ joue la premiere.
Peutelle gagner quelle que soit la dZfense d'’Adam ?

On recommence une autre partie avec au dZpart 1996 jetons. ZoZ joue encore la premisre.
Peutelle gagner quelle que soia |IdZfense d’Adam ? Comment et en combien de coups ?



Dans |Oangle

N .
Dans un anglOy, on veut insZrer des triangles isoceles successifs AOB (base OB),
BAC (base AC), CBD (base BD), ...

A .
Justifier que si I'anglexOy mesure 10j ou 20j on peut insZrer exactement 8 triangles isoceles,

alors qu'on peut en insZrer exactement 5 s'il mesure 27 (on peut "revenir" vers le sommet O ¢
l'angle).

Pour quels angles ne peoh insZrer aucun triangle isocele ?
Comment choisi l'angle pour insZrer exactement

1 triangle isocele ?

2 triangles isoceles ?

5 triangles isoceles ?

10 triangles isoceles ?

n triangles isoceles ?
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Les camZIZons

Dans un archipel Ztrange$ camZIZons sont gris, bruns ou rouges.
couleur.

Quand deux camZIZons de couleurs diffZrentes se rencontrent ils prennent tous les deux la troisie|

¥ Surune "le il y a un camZIZon gris, sept bruns et cing rouges. m
Montrer quOil est possible guout dOun certain temps il nOy ait plus que des camZlZon:
rouges.

¥ Sur une autre "le il y a treize camZIZons gris, quinze bruns-s¢plixouges.

En imaginant quOil y ait deux rencontres -risn, trois rencontres brumouge et une
rencontregris-rouge, combien y aurkil de camZlZons de chaque couleur sur 10”le ?
couleur ?

Y at-il une solution pour que tous les camZIZons de cette "le soient un jour tous de la mem

CarrZ tournant

Le carrZ de centre O et de c™t/Ztdies.

Le carrZ de c™tZ b (b > a) a un sommet fixZ «
et tourne autour de O.

Pour quelle position du grand carrZ le pZrimet
de leur partie commune et minimal?
o maximal?

LOaire de la partie commune est consta
Pourauoi?
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Disque qui roule ...

Les c™tZs dOun triangésument respectivement 6 cm, 8 cm et 10 cm.

Un disque de rayon 1 cm roule " IQintZrieur du triangle en restant toujours tangent ~ au moins un
c™tZ du triangle.

Lorsque le centre du disque revient ~ sa position de dZpart, apres avoir fait un tour cayplé,
distance at-il parcourue ?

La ronde des pions

Sur une couronne on a disposZ un pion par case :

A chaque coup on doit dZplacer deux pions, chacun allant sur une case voisine de la case o il .
trouve. On veut amener tous les pions surdmencase.
Estce possible avec une couronne de 5 cases ?

Estce possible avec une couronne de 6 cases ? de 7 cases ?
Trouvez toutes les couronnes de n cases pour lesquelles cOest possible et indiquer alors une
stratZgie gagnante.
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2 seconde

Martial et ValZrie dZcident de faire ~ pied le tour du lac de Vassiviere.

Martial tourne dans le sens des aiguilles dOune montre, ValZrie dans le sens contraire ; chaci
marche " une vitesse oetante.

lis partent au lever du soleil dOun meme endroit situZ au bord du lac.

lls se rencontrent ~ 9 heures, font alors une pause pour casser la crozte puis repartent tous les de
" 9 heures 30, chacun continuant dans le sens quQil a choisi au d&part reprenant sa vitesse
initiale.

Martial est le plus rapide ; il retrouve le point de dZpart ~ 11 heures 30. ValZrie nOy arrive qu®” 1
heures.

A quelle heure le soleil sGéslevZ ce joul™ ?



[EsthZtiqguemutiplicative | = seconde, premise, terminale.
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Quelle curieuse manisre de faire une multiptica ! Comment 10expliqueaus ?

Cette mZthode peatle sOappliquer ~ dOautres exemples ?

[Desronds danslOeal) = seconde, premisre, terminale.

Sur les bords dOune piscine circulaire de 10 m de diametre on a placZ huit anneaux espac
rZgdiesrement.

Un nageur part dOun anneau et doit ramasser tous les autres anneaux en nageant en ligne drc
dOun anneau "~ I0autre.

Il dZcide de parcourir la plus grande distance possible.

Dans quel ordre doill ramasser les huit anneaux,

- dans le ca®e il sOarrste des quOil atteint le dernier anneau ?



- dans le cas oe, apres avoir ramassZ le dernier anneau, il revient ~ son point de dZpart,

toujours en nageant en ligne drofte

[Briques et murettes| = premisre, terminal e.

On construit des QurettesE "~ IQaide de briques toutes identiques, de rdpaesseur, de
longueur 20 cm et de largeur 10 cm.

Les C murettds ont toutes pour hauteur 20 cm et pour Zpaisseur celle des briques.
En voici quelques exemples :

B BE R EES R

Combien y &-il de dispositions si on veut faire des@rettesE dOune brique ?
De deux briques ? de trois briques ? de quatre briques ? de cing briques ?
Et si on utilise douze briques ?

lLe paysdeslacs| = premisre, terminale.

Au pays des lacs il y a sept lacs. lls sont reliZs par dix canaux de sorte que IQon peut se dZple
dOun lac ~ I0autre sur ces canaux. Les canaux ne se croisent pas et ne se ramifient pas. Une
comme vous le sax, est entourZe dOeau et dans ce pays il nOy a pas dO”le au milieu des lacs.
Combien y d-il dO”les au pays des lacs ?
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lQuelleligne!| < seconde.

On veut inscrire a l'intérieur d’un cercle de rayon r une ligne brisée formée de 12 segments de
longueur r/2, chaque extrémité de segment devant se trouver sur le cercle et deux segments ne
pouvant pas se superposer.

La ligne se refermeelle?

lUn jeu de solitaire] =& seconde, premisre, terminde.

On dispose de 12 cases disposZes en cercle et de 11 pions.
Le jeu consiste " placer les 11 pions, un par case.
Pour placer chaque pion on respecte la regle suivante

On choisit une case vide, on avance de 5 cases en tournant dans un sens ou dans [’autre et si la
case est vide on pose le pion, sinon on choisit une autre case vide de départ.



On peut ainsi placer les 11 pions . Faites

Estil encore possible de placer les 11 pions si on avance de 4 cases au lidu de 5
Et si on avance de ¢gases?

[Lesallumettes| = seconde, premisre, terminale.

Ona dispos~2 5 allumettes de longueurs Zgales de la manisre suivante
Que vaut IOangle?a

Et pour 7 allumette8

10



IA la queueleuleu!| = premier e, terminale.

1999 = 999 + 1000

Quels sont les entiers naturels qui, comme 1999, peuvent sOZcrire comme somme de deux entie
naturels consZcutifd

2000 = 398 + 399 + 400 + 401 + 402

Trouver tous les entiers naturels infZrieurs ou Zgaux ~ 20 quigmesdZcrire comme somme dOau
moins deux entiers naturels consZcutifs.

Plus gZnZralement, quels sont les entiers naturels pouvant sOZcrire comme somme dOau moins
entiers naturels consZcuti®s

[Triminos coudZd = premisre, terminale.

Un trimino coudZ est formZ de trois carrZs de c™tZ 1

On cherche "~ paver des rectangles dont les c™tZs sont des entiers supZrieurs ou Zgaux " .
|Oaide de triminos coudZs, sans laisser de trou et sans chevauchement.

Que pouvexous dire de I0aidOun rectangle pour lequel un tel pavage est possible

Etudiez si le pavage est possible dans le cas
- dOun rectangle de c™4zs 4;
- dOun rectangle de c™%5st 3;
- dOun rectangle de c™6Zt 5;
- dOun rectangle de c™@Zst 5.

Quels sontes rectangles pavables par de tels trimifios

11
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LDartiste et ses toiles

Une araignZe a tissZ sa toile plane dans IOanneau circulaire dOun panier de basket.

Tous les segments constituant la toilelarmheme longueur.
le polygone central est rZgulier et les segments qui le relient au cercle sont sur des droites pass:

par le centre du cercle.
Pour rivaliser avec IOaraignZe, construisez ~ la regle et au compas les toiles su(lactzsle et

soncentre sont donnZs) :

Des cartes, mais pas trop

Dix cartes numZrotZes de 1~ 10 sont posZes sur la table, faces cachZes.
On retourne plusieurs cartes, puis on regarde si on peut obtenir un carrZ en faisant le produit de

nombres marquZs sur deds ces cartes.
CZline retourne quatre cartes. Elle nOobtient pas de carrZ. Donnez un exemple de cart

retournZes.
Micka‘l retourne trois cartes. Il obtient un carrZ. Donnez un exemple de cartes retournZes.

12



Combien devexous retourner de cartesyaninimum, pour etre szr dOobtenir au moins un carrZ

Finissons bien le millZnaire

. . . 1999
On veut trouver deux fractlonZs et% de nombres entiers positifs tels q%letE =

d 2000
- Estce possible avecb2 et d = 1000?
- Estce possible avec dOautres dZnominateurs dont le produit e&t 2000

Fete des sommes

En remplasant les pointillZs qui sZparent ces nombres consZcutifs, par des signes + et un se
signe =, vous pouvez obtenir une ZgalitZ de demmes

AESEGET7ES
De meme avec

9E10E11E12E13E 14 E 15
Peuton trouver des ZgalitZs analogues telles quOil y ait ~ gauche du signe =, un entier de plt
quO” droite?

Peuton trouver des ZgalitZs analogues telles quil y aitiélgadu signe =, deux entiers (puis
trois, puis quatre) de plus quO™ droke

13
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Grand Rallye PZdestre du Limousin

Claude et Dominique sont engagZs dans le Grand Rallye PZdestre du Limousin. Clssate, do
bleu, en catZgorie cadet et Dominique, dossard rouge, en catZgorie junior. Pour chaque catZgo
la numZrotation des dossards commence " 1 et on ne saute pas de numZro.

Dans IOambiance Zlectrique du dZpart, Claude observe ses adversaireBetrihique:

CCOest curieux, jOai fait la somme des numZros de dossards (bleus) qui sont plus petits que le

et jOobserve quQelle est Zgale ~ la somme des numZros de dossards (bleus) qui sont plus grand
le mien! E.

Dominique Zclate de ®ret lui dit: CVous nOstes meme pas une douzaine dans ta catZgorie, cOZta
facile ~ observer. Admire un peu, je suis dans la meme situation que toi dans ma catZgorie €
pourtant nous sommes bien plus nombreux que vous, meme si nous sommes loinrdQatteind
centaine! E.

Alors combien y il de concurrents engagZs au Grand Rallye PZdestre du Limousin en catZgor
cadet et ewgatZgorie junior?

Gare " 10Zlastiqué

On enserre quatre tubes cylindriques de meme diamstre avec un Zlastigagde@hoix entre deux
dispositions, en €arrZE ou en @arallZlogrammet.

14



Dans quelle disposition I0Zlastique atsilda longueur la plus petit@

Serrez les rangd

On dispose " plat, sans chevauchement, des pieces de rayon 1 cm dzmeZutte 22 cm de c™tZ.
Vincent a disposZ 121 pisces.

Franeois observe la disposition de Vincent et prZtend pouvoir en placer 126, toujours sans
chevauchement.

Paul dZclare pouvoir en mettre 2 de plus, Iui aussi sans chevauchement.

Et vous autres, pamezvous expliquer comment rZaliser ces diffZrentes disposions

Combien pouvexrous disposer de pieces de rayon 1 cm dans un rectangle de 26 cm suP28 cm
Et dans un rectangle de 80 cm sur 88Tm

Piles dDassiettes

2001 assiettes identiqusent rZparties en 3 piles de hauteurs diffZrentes.
Quel nombre minimum dOassiettes peut contenir la plus hau?e pile

2001 assiettes identiques sont rZparties en 5 piles de hauteurs diffZrentes.

Quel nombre minimum dOassiettes peut conteningahplute pile

Quel nombre minimum dOassiettes-pauibtenir en rZunissant les deux plus hautes pilésans
en cassel)

Donner une disposition rZalisant ce minimum.

N assiettes identiques sont rZparties en 5 piles de hauteurs diffZrentes.
Quel nombre minimum dOassiettes-paubtenir en rZunissant les deux plus hautes Biles

N assiettes identiques sont rZparties en n piles de hauteurs diffZrentes.
Quel nombre minimum dOassiettes-pauibtenir en rZunissant les p plus hauiéssy?

15
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13E Tres isoceles

Dessinez un triangle isocele de c™tZs 13, 13 et 10 cm.

Sauriezvous construire un autre triangle isocele, de meme aire, non superposable au prZcZdent e
dont deux c™tZs @uiur longueur 13 crf? Quelle est la longueur du troisisme c™¥ at-il

dOautres solution?

Dominos dominZs

Dans un jeu de dominos, il y a 28 dominos diffZrents portant des nombres de 0 ~ 6.

Une cha’ne peut «tre reprZsentZe ainsi

16



[1]3] [3]e] [e]6] [6]2]

Dans h suite, nous allons vous demander dOessayer de former des cha’nes respectant certaines
contraintes. Si cOest possible, vous le ferez, sinon, vous expliquerez pourquoi.

Trouvez tous les dominos que I0Oon peut former avec les nombres 0, 1 ou 2.

En utilisant tous ces dominos pouxeris former une cha’ne commeneant par O et finissant par
07?

En utilisant tous ces dominos pouwveris former une cha’ne commeneant par O et finissant par
27?

Trouvez tous les dominos que IOon peut former avec les nonthr2®0,3.

En utilisant tous ces dominos pouwveris former une cha’ne commeneant par O et finissant par
07?

En utilisant tous ces dominos powveris former une cha’ne commeneant par O et finissant par
37?

Trouvez une mZthode pour faire une chatitisant les 28 dominos dOun jeu.

GZnZralisez avec tous les dominos portant les nombres de 0 " n E

[ MZmoires vives

Marcel aimerait prendre sa revanche dans le jeu qui IOa opposZ ~ RZmi il y a quelque temps.

Dans chaque partie de ce jeuMainqueur gagne un certain nombre de points, ils ne savent plus
combien, mais cOest toujours le meme ~ chaque partie et son adversaire perd un certain nombre
points, ils ne savent plus non plus combien, mais cOest encore toujours le meme "~ chigque par
Cependant ils nOont pas tout oublig se souviennent que les points gagnZs ou perdus sont des
nombres entiers, quOil ne peut pas y avoir de partie nulle et quOapres plusieurs parties, RZmi a
battu Marcel par 10 points contre 3.

Aidezles “retrouver le nombre de points quOon peut gagner et le nombre de points quOon peut
perdre "~ chaque partie de ce jeu.

Bandes originales

On a deux bandes de papier, de largeurs diffZreritss largeurs sont des nombres entiers de
centimetres.

On pose ces deux bandes sur une table en les croisant perpendiculairement et on constate que
partie commune a une aire en<dgale ~ son pZrimetre en cm.

Peuton trouver les largeurs de ces deux bandes si on sait que ce sont des nombres entie
infZneurs ~ 10 ?

17



Comparez |Qaire et le pZrimetre de la partie commune quand on croise les deux bandes dO
autre faeon (non perpendiculairement).

Y at-il dOautres bandes dont les largeurs sont encore des nombres entiers, mais qui peuv
dZpaser 10 et qui auraient la meme propriZtZ que les deux bandes prZcZtentes

18
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X face ~ 10| =2 seconde, premiere et terminale

Des personnes numZrotZes de 1~ n sont placZes dans cet ordre &utoartable ronde et sont
rZgulisrement espacZes.
La personne portant le numZro x est en face de la personne portant le numZro 10.

Six =2, quel estle nombre de persorhes
Six =25, quel estle nombre de persorfhes
Peuton remplacer x par n@porte quel autre nombre

Plus ou moins Carrj > Seconde, premi'res et terminale

On observe que
2=1D2+3FDF+5°+6°D7° 4=1DPDF+4

Ecrivez une ZgalitZ analogue pour les entiers n =5, n =6, n = 11 ( on pafipdésin ajoute ou

on retranche les carrZs dOentiers consZcutifs de fason ~ obtenir n ).

Ecrivez ainsi 2003 avec le minimum de carrZs.

Montrez que si [Oon peut ainsi Zcrire n avec k carrZs, on peut Zcrire n + 4 avec k + 4 carrZ
Prouvez alors que toentier n (n > 7) peut sOZcrire avec au maximum n carrZs.

Il faut savoir partager

= seconde, premieres et terminale

On veut partager un polygone rZgulier ~ n c™tZs en quadrilateres convexes.
Dans un premier temps, on utilise des quadwits superposables par glissement (sans

retournement).
Proposez un partage, pour un triangle ZquilatZral, un pentagone rZgulier, un hexagone rZgulier.

19



GZnZralisez = un polygone rZgulier de n c™tZs en prZcisant le nombre de quadrilatere
superposables lisZs.

Dans un deuxisme temps, on utilise des quadrilateres non nZcessairement superposables et
cherche ~ en employer le moins possible.

Proposez alors un tel partage pour un triangle ZquilatZral, un pentagone rZgulier, un hexagon
rZgulier.

Quel est le nombre minimum de quadrilateres permettant de partager un polygone rZgulier " n
c™1tZ3

|Cachez ce carrZ que je ne saurais vdir & premicre et terminale

On dispose de plaques, en forme de triangle ZquilatZral de c™tZ 10 cm, avec lesqheliebeon
"~ cacher un carrZ le plus grand possible ( les plaques ne doivent pas se chevaucher).

Calculez le c™tZ du plus grand carrZ que vous pouvez cacher avec 1 plaque, 2 plaques, 3 plac
E

20
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lLe dessousdes cartes] = seconde, premisre et terminale

Sept cartes sont numZrotZes 2, 3, 4,5, 6, 7, 8.

Marius, SZbastien et Agnes tirent chacun une carte et sans la regarder, la montrent aux det
autres.

Un observateur leur ditCTiens! Le produit des trois nombres est le carrZ dOun nombre &ntier
Citez toutes les situations o SZbastien, voyant les cartes dOAgnes et de Marius, peut trouver
nombre inscrit sur la sienne.

Donnez une situation ou tous les trois peuvent trouver la valeur de leur carte (sans la regarder).
Expliquez pourquoi.

[Tout juste E la moyenne] = seconde, premisre et terminale

Jean a Zcrit le nombre 421 puis il a formZ tous les nombres possibles en permutant les trc
chiffres, enfin il a fait la moyenne 16 nombres ainsi obtenus.

Quelle est cette moyenfie

Alice qui a fait de meme avec un autre nombre de trois chiffres distincts non nuls a trouvZ un
moyenne Zgale au nombre dont elle est partie.

Quel est le nombre de dZpart dOAti¢Bonnez touteses possibilitZs)

|Passepartout| = seconde, premisre et terminale

On joint les points dOuvn quadrillage par des segments horizontaux et verticaux de faeon ~ forme
un polygone non croisZ passant une seule fois par chacun des points du quadrillage.
Par exemple, pour un quadrillage dé# points, il nOy a que 2 possibilitZs
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2 [

a) Dessinez tous les polygones constransc la meme regle sur des quadrillages de3ointset
3/5 points; pour chacun dOeux, calculez [Oaire et le pZrimstre.

b) Combien peubn dessiner de polygones sur un quadrillage fe Boints (avec la meme
regle). On distinguera les cas n pair et n impair.

c) Meme question quOau a) pour des quadrillages/ depdints, de 45 points.

d) Calculez le pZrimstre et |I0aire dOun polygone einsdvec la meme regle sur un quadrillage
de @b points. A quelles conditions sur les paritZs de a et b un tel polygonet-gixste

lLe bon tuyau| = premisre et terminale

Dans un tuyau cylindriqgue de diametre 12 cm, on glisse deux c%lnesiques identiques de
diametre maximum faites un dessinquel est ce diametr@

On introduit ensuite dans le tuyau deux autres c%obles identiques, toujours de diametre maximur
complZtez le dessjmuel est ce nouveau diametpe

On ajoute enfinquatre nouveaux c%obles identiques, toujours de diametre maximum, quel est ¢
dernier diametre?

22
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Entiers symZtriques

On dira quOun nombre entier est symZtrique sOil est Zgal ~ la somme des tapmseste oie
dOentiers strictement positifs vZrifiant les 3 conditions :

* le premier terme de la suite est 1,
 la suite est symZtrique, c@eslire que deux termes Zquidistants des extremes sont Zgaux,
» deux termes consZcutifs different de 1.

Parexemple 1;2:3:2:;3:2;1estune suite vZrifiant ces troi§ conditions.
La somme de ses termes vaut 14 ; 14 est donc un entier symZtrique.

Quels sont les nombres symZtriques infZrieurs ou Zgaux ~ 10 ?
Montrez que si n est symZtrique, n + 6 |BGessi.

2005 estl symZtrique ?

Quels sont les entiers qui ne sont pas symZtriques ?

Lignes magiques

Proposez un placement des nombres entiersde 1" 9
dans les disques de sorte que la somme des nombres
situZs sur une meme ligne soit la meme pouties
lignes.

Donnez une disposition pour la plus petite va~1leur
possible de la somme et expliquez pourquoi cOest la

plus petite possible. Q O

Faites de meme pour la plus grande valeur possible
de cette somme.
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Quadrillages

On quadrille un carrZ ABCD, de @™, par la mZthode suivante

on partage le c™tZ [AB] en quatre segments Zgaux,

on trace trois droites parallsles comme sur le dessin 1,

on recommence sur le c™tZ [BC] pour obtenir le dessin 2, puis sur les c™tZs [CD] et [DA
pour obtenir le dessin final

c B c B c

dessin 1 dessin 2 dessin final

Sur ce quadrillage, combien ytal de petits carrZs entisrement tracZs ~ 1QintZrieur du carrZ ABCD

Avec les autres moeaux, montrez comment on peut refaire des petits carrZs.

Combieny en-#&il ?
Quelle est IQaire dOun petit carZ

Reprenez la mZthodg de construction du quadrillage en partageant chaque ¢™tZ du carrZ, non pl
en quatre segments Zgaux, mais en n setgzgaux et rZpondez aux memes questions.

Jean Centaire

Les enfants de la famille Centaire doivent se partager Zquitablement,-diestde fason que les

parts aient toutes la meme aire, un terrain carrZ de 100 m de c™tZ.

Jean a dessinZ sa parceftgisZe sur le dessin) en prenant des milieux de c™tZs.

Combien y a-il dOenfants dans la famille Centare

Quel est le pZrimetre de la parcelle de J&n

Terminez le partage de fason quQil soit Zquitable.
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w 2006

LIMOUSIN

Les sujetsLYCfE

Cing par cing

Voici une grille 5/ 5 contenant cing rZgions, dZlimitZes par les traits Zpais :

On veut complZter cette grille avec les chiffres 1, 2, 3, 4, 5 en respectant la regle suivante :
chague ligne, chaque colonne et chaque rZgion comergries chiffres 1, 2, 3, 4, 5 une fois et une
seule.

Commencez ~ complZter la grille, case apres case, ~ chaque fois quOun seul nombre convient en
expliguant votre dZmarche pour les trois premieres cases remplies.

Achevez de remplir la grille. Combigre-t-il de grilles solutions ?
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Un chemin Zpineux fractal

le Etape

Observez : 1 3 e
A
~ ~ ~ . ",
Pour passer dOune Ztape ~ la suivante on J,r’ s,

b
remplace chaque segment par quatre 2e étape ?—':E —
segments de longueur trois fois plus petite
on numZrote les extrZmitZs des segments 3 W —r
comme indjuZ cicontre. MBS LA

3e Etape — —

Y-a-t-il une Ztape o IOon peut obtenir 2006 au sommet céntral

A quelle Ztape 2006 appardl’pour la premisre fois ? Quel est alors le nombre situZ au sommet
central ? Dans ce cas, en supposant que le segment initial soit deeloridcm, quelle est la
longueur du chemin allant de 1~ 2006 ?

Des carrZs en sommes

Observer les égalités suivantes :
1°=1

3F=2+3+4
5 = 3+4+5+6+7

DZcomposer de cette manisre’19
Pouvezvous gZnZraliser ?
Quel est le plus petit entier impalont la dZcomposition du carrZ fait intervenir 2006 ?

Quand n est pair,¥peutil sOZcrire comme somme de n entiers consZcutifs ?

LOorZe du bois

Les arbres dOune foret sont plantZs sur tous les niuds dOun quadrillage ~ maille carrZe de un mstr
de c%¥. Pour en devenir propriZtaire, il suffit ~ Monsieur Lebois de les entourer avec sa corde de
50 metres, de fason " crZer un enclos fermZ. Tout arbre " IOintZrieur de IOenclos devient sa
propriZtZ. Monsieur Lebois nOest pas obligZ dOutiliser la toesi®D metres de corde, mais il ne

peut en aucun cas dZpasser cette longueur. Monsieur Lebois pense feuenir propriZtaire de
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180 arbres environ ; sa voisine, Madame Laforst, affirme quOil peut meme dZpasser 200 arbres,
voire 210 arbres.

Et vous, conbien dOarbres pouveaus entourer au maximum ? (Les arbres sont jeunes et ont un
tronc tres fin : on ne tiendra donc pas compte de leur Zpaisseur ; dans le plan du terrain, on peut
les reprZsenter par un point).

Expliquez votre mZthode de recherche scimZma devra prZsenter votre solution et vous donnerez

la longueur en valeurs exacte et approchZe au centimetre pres de la corde utilisZe, ainsi que le
nombre dOarbres entourZs.
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2007

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Placez bhien vos bhilles

Quarantehuit billes doivent «tre rangZes dans ce casier de 16 cases. Il doit y avoir douze billes pai
ligne et par colonne. De plus, aucune case ne doit «tre vide et sur chaque ligne, chaque colonne
meme sur chacune des deurgidnales, les cases contiennent des nombres de billes tous diffZrents
Onze des quaranteuit billes ont dZj” ZtZ placZes comme indiquZ sur le dessin.

Proposez un rangement des billes en justifiant IQunicitZ de la solution.

Je vous ai apportZ des bonbs

Germaine possede dix bonbons. Elle veut les répartir en sachets de sorte que le ou les sachets qui en
contiennent le plus aient un bonbon de plus que le ou les sachets qui en contiennent le moins.
Combien y a-t-il de répartitions possibles ?

Jacques a aussi dix bonbons. Il doit : soit les mettre tous dans un méme sachet, soit les répartir dans
plusieurs sachets qui devront avoir le méme nombre de bonbons. Combien a-t-il de possibilités
d’opérer ?

Combien Germaine et Jacques ont-ils de possibilités a eux deux ? Et pour n bonbons ?

Quels sont les entiers n pour lesquels Germaine et Jacques ont le méme nombre de
répartitions possibles ?
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Huit triangles pour un carrZ

Proposez un dZcoupage dOun carrZ en 8 triangles superposables.

Nicolas propose de traer un autre dZcoupage du carrZ en 8 triangles de meme aire.
Il a commencZ ainsi

O- a-t-il placZ les points A et B pour que les deux triangles grisZs
fassent partie dOune solutidn 5
ComplZtez ce dZcoupage, en justifiant chaque Ztape.

5 Proposez unatre dZcoupage du carrZ en 8 triangles de meme aire,
B non superposables.

Avoir la tete Eaux carrZs

On peut disposer ~ volontZ de carrZs de c™tZs 2, 3 ou 5.

Montrer quOon peut utiliser ces carrZs pour paver complstement et sans chevauchementden car
c™tZ 11 puis un carrZ de c™tZ 13.

Quels sont les carrZs que IOon peut ainsi paver
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

w 2008

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Mon beau tapis

Pour rZaliser un tapis rectangulaire, on utilise des carrZs de tissu, des boutons et deerfleur

feutrine.
On coud un bouton ~ chaque intersection intZrieure, et une fleur en feutrine ~ chaque intersectior

de la bordure comme dans IOexemptissous

12 carrZs de tissu
6 boutons
14 fleurs

Pour fabriquer un apis on utilise 24 carrZs de tissu et 15 boutons. Combien de fleurs de feutrine
fautil pour le rZaliser? Dessinez ce tapis.

On utilise 2008 carrZs de tissu et autant de boutons que IOanrZ@liger un tapis en utilisant le
plus petit nombre possibbe fleurs de feutrine.

Peuton rZaliser des tapis avec autant de fleurs que de bo@tSasui lesquel
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Calissons Z

Arthur veut carreler sa salle de bain. Les carreaux blancs qu'il utilise ont la forme de calissons
d'Aix en Provence (losanges fatende deux triangles ZquilatZraux juxtaposZs) sur chacun desquels
est dessinZ, ~ partir des milieux des c™tZs , un Z en pointillZs:

Sur la feuille jointe, on a gessinZ une grille dont les points sont les sommets de triangle
ZquilatZraux et on a canencZ un carrelage qui fait appara’tre un trapeze dont les c™tZs sont er
pointillZs.

Quels sont les autres dVZbuts de carrelage que Ian peut proposer et qui font appara’tre dOau
polygones dont les c™tZs sont en pointillZs et qui nOont pas despdiotiZrieur.

Parmi ces polygones quel est celui qui a la plus grande aire ?
Parmi ces polygones quel est celui qui a le plus petit pZrimsetre ?

Arthur peutil carreler sa vaste salle de bain en ne faisant appara’tre quOune sorte de polygones ¢
pointillZs ?

Encha’nons les dominos e i e | e Y
R R | R R | R =R A R I
Ny o IR PR
Voici les 28 dominos dOun jeu s e ([ e o 5
de dominos : o %o "2 .‘ % ° ".l J

On pose un premier domino, puis on fait une cha’ne de dominos, en allant de gauche ~ droite, ¢
maniere ~ obtenir une suite de nombres entiers compris entre 0 et 6 uehammbre de la cha’ne

est la somme, si elle est infZrieure ~ 7, des deux nombres qui le prZcedent : si la somme e
supZrieure ou Zgale ~ 7, on la diminue de 7 ; on dit que cOest une somme modulo 7. On arre
quand le domino quQil faudrait poser est dil]isZ.

Exemples de débuts de chaines :

P T etc.E quOon notera : (3,5) (1,6) (0,6) etcE

|
oo @ oo e

K

i i

) etc.E.quon notera : (5,3) (1,4) (5,2) etcE
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Formez la cha’ne camensant par le domino notZ (4,2).

Une cha’ne contient le domino notZ (1,3) et ce domino nOest pas le premier, quel est le
prZcZdent ?

Formez une cha’ne, la plus longue possible, contenant le domino formZ des chiffres 3 et 5.

Quelle est la longueur marale dOune cha’ne ?

Affranchissement

Une entreprise doit expZdier des objets identiques ; pour faciliter |Qaffranchissement, elle Ie
rZpartit en paquets avec la regle suivante :

Tous les paquets contiennent exactement le meme nombre dOobjetsusettdé pa, qui en
contient moins que les autres. Evidemment, aucun paquet nOest vide.

Ainsi, si IOon veut rZpartir 20 objets en 3 paquets, on peut obtenir les rZpartitions suivantes :
7D7D6 ou B8 b4 ou B9D2 (trois rZpartitions possibles).

LOentreprise doit expZdier 100 objets.
Quelles sont les rZpartitions possibles si on rZpartit ces objets en 5 paquets ? en 3 paquets ?
Peuton rZpartir les 100 objets en 16 paquets ? en 17 paquets ?

Quelle est la jus petite valeur de p pour laquelle il nOest pas possible de rZpartir les 100 objets e
p paquets ?
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

w 2009

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Nombres croisZs

Remplir la grille, ~ IOaide des nombres entiers de 1~ 16, en respectant les itdosrsuivantes :
(R1) deux nombres consZcutifs ne peuvent pas stre placZs dans deux casegpaisines
c™tZ ou par un sommet)
(R2) Il y a au moins deux nombres pairs par ligne et par colonne.

A B C D
I 15
II
III 1
v

Colonne A : nombres ordonnZs du plus grand au plus petit
Colonne C : carrZs de nombres entiers

Ligne | : nombres multiples de trois

Ligne llI : le dernier nombre est la somme des trois premiers
Ligne IV : la diffZrence entre le plus grandletplus petit vaut 14.

ARA mon perroquet

Mon perroquet ARA nOutilise que les lettres A et R. Il peut remplacer un mot par un autre en respectant
regle suivante: un A peut tre remplacZ par RAR ou bien RAR peut stre remplacZ par A.

Par exemple, ~ pdir de AA il peut construre RARA , ARAR , RARRAR , E
Montrez qudil peut former RRAAA " partir de RAARA.

Pourquoi RARAR ne peilt pas otre formZ - partir de RAARA
Estce que ARARA peut stre formZ ~ partir de RAARA
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Une case en trop

Soit n un entiemon multiple de 3. Avec des rectangles 1 x 3 on peut paver une grille n x n ~
IOexception dOun petit carrZ de ¢™tZ 1. Dessinez un tel pavage pour n=4, n=5, n=7 et n=8.

Pour chacune de ces valeurs de n, dZterminez les diffZrentes possibilitZs pouica gogietit
carrZ non pavZ (indication pour une dZmonstration pourra numZroter les cases 0, 1, 2, 0, 1, 2,
E.de maniere judicieusd)

Objectif dix sur dix

En laneant une boule de bowling il faut essayer de renverser |
dix quilles disposZes  lgn de la piste.

- Chaque partie se compose de dix FRAMES.
- Deux lancers au maximum sont autorisZs par FRAME.

Le joueur qui renverse les 10 quilles au premier lancer dOune FRAME rZalise WE STR
FRAME est finie il resoit un nombre de points Zgal ~ 10 plus le nombre de quilles quOil renverse
lors des deux lancers suivants (sOil rZalise un STRIKE " la dixisme FRAME il a droit ~ deux lancer:
supplZmentaires).

Le joueur qui renverse les Huilles en deux lancers rZalise un SPARE (meme dans le cas o il en
renverse zZro au premier lancer et dix au secoildeoit un nombre de points Zgal ~ 10 plus le
nombre de quilles quOil renverse au lancer suivant (sOil rZalise un SPARE au aindené &

droit ~ un lancer supplZmentaire).

1/ Une feuille de score a ZtZ partiellement effacZe. Reprodaisada complZtant.

nidela |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
FRAME

Score [3]5|2 |8 ]4]0|10] [10] [10] 7]/3]o0]?2]?2]1]8]2]6
Points | 8 14 ?

acquis

Total |8 22 ? 56 83 ? 113 [118 [126 |?

2/ Quel score maximal peon rZaliser dans une partie de bowlidg

3/ Alafin dOunve partie dont le score fulB2 un joueur remarque quOil a fait exactement 19 lancers
dont |OefficacitZ est donnZe dans le tabledassaos:

Nombre de quilles tombZes
Nombre de lancers

0/1/2/3]4/5/6|7[8]9]10
3 2 2

1(2]1 1(2]1 1|3

Quel est le score minimal et le score maximal quQil aurait pu faire avec ces 19 ®ancers
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2010

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Survol du Limousin

Voici une carte du Limousin

GUERET
[ ]

CREUSE

HAUTE-VIENNE

.
Aubusson

]
Rochechouart LIMOGES

CORREZE

Brive la ™
Gaillarde TULLE

On donne les distances ~ vol dDoiseau (en km) suivantes
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Villes Limoges | Bellac | Rochechouart| Brive | Tulle | Ussel| GuZret | Aubusson
Limoges 0 34 33 77 74 88 61 73
Bellac 34 0 36 111 109 116 64 88
Rochechouart 33 36 0 92 96 120 90 106
Brive 77 111 92 0 21 74 114 100
Tulle 74 109 96 21 0 52 100 82
Ussel 88 116 120 74 52 0 76 45
GuZret 61 64 90 114 100 76 0 33
Aubusson 73 88 106 100 82 45 33 0

a) Un hZlicoptere partant de Limoges est chargZ de desservir les giflgSuZret, Aubusson, Brive,
Tulle, Ussel, Bellac et Rochechouart en passant une seule fois par chacune dOentre elle avant
retourner ~ Limoges. Combien ytal de trajets diffZrents possibl@sExpliquez.

b) Quel est le trajet le plus lorg Quel est le jois court? Vous calculerez les distances correspondant
" chaque trajet proposZ.

c) LOhZlicoptere a une autonomie de 200 km; il doit donc stre rentrZ ~ Limoges avant d'avoir parcouru
200 km pour faire le plein de carburant avant de repartir. Quel devra greparcours afin que la
distance parcourue soit minimale ?

Des carrZs pour un carrj

Un carrZ a ZtZ partagZ en 11 carrZs selon le schZma approxirtsgstus (les dimensions ne sont pas
respectZes). Quel est le c™1tZ du eard ZtdartagZ? (on prendra comme unitZ le ¢c™tZ du plus petit
carrz)

Expliquez votre dZmarche.
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DZterminez le nombre dOentiers compris entre 1 et 30 qui sont divisibles par 2, par 3 ou par 5.
Calculez la sommede tous ces entiers puis leur moyenne

Memes ques'giorjs avec 2010.
Comment gZnZralisér

Des carrZs pour un rectangl§

Un rectangle de pZrimetr€010 m est partagZ en 594 carrZs de pZrimstre 20 m chacun. Quelles sont les
dimensions du rectangle?

De quelles autres fasons pean partager ce rectangle en des carrZs tous identiques?
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2011

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Une histoire de moyennes

Soit un ensemble de n nombres dont la moyenne est Zgale ~ M. Si on le complete avec le nombre 1 la
moyenne des n+1 nomisrebtenus est Zgale ~ M57 alors que si on le complste avec le nombre 2011 la
moyenne des n+1 nombres obtenus est Zgale " M + 67.

Que valentn et

Triangle de signalisatiory

Sur un triangle ZquilatZral de c™tZ a, on a tracZ trois segmentslesialix c™tZs " la meme distance b de
ces c™tZs. On a ainsi dZterminZ quatre rZgions de meméraiserapezes superposables et un triangle.
Calculez son c™tZ ¢ en fonction de a puis le rapport a/b.
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Oe se cache 201P

On place lesmombres entiers dans un tableau triangulaire de la faeon suivante

2 3 4
5 6 7 8 9

EEEEEEEEEEEEEEEEEEE..
Sur ce tableau, le nombre 8 est sur la ligne commeneant par 5 et sur la colonnerc@ntpar 4.
Quel est le nombre sur la ligne commeneant par 101 et sur la colonne commeneantdar 49

RepZrez le nombre 2011 en donnant le premier nombre de sa ligne et le premier nombre de sa colonne.

Passez au peigne fih

On joint les poits dOun quadrillage n x p par des segments horizontaux ou verticaux pour dessiner ul
peigne sans manche comme indiquZ dans |IOexenragsesou®e n=7 et p=4 (les dents, les espaces entre
les dents et la base du peigne ont une largeur Zgale ™ 1).

- ——— P E L Dy ——— - - - -

- ——— - - - - N

Estce toujours possibl@
Calculez IQaire du peigne et son pZrimetre en fonction de n et p.

Trouvez toutes les valeurs possibles pour les entiers n et p de fason que |Oaire soit Zgalk@n politra
utiliser le fait que I0entier 503 nOa que dausedirs positifs, 1 et 503).

Calculez le pZrimetre dans chacun des cas obtenus.
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TOURNOI

MAT HfMATIQUE

: 2012

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Une disposition en cercle

On a placZ autour dOun cercle les entiers de 1~ 5

1) VZrifier que chaque nombre est un diviseur de la somme de ses deux voisins.
2) Trouver une autre disposition des entiers de 1 "~ 5 autour dOun cercle respectant cette propriZt:
3) Trouver les dispositions avec les entiers de 1 ~ 7 autour dOun cercle vZrifiant la meme propriZtZ

4) Trouver des dispositions avec les entiers de 1 ~ 2n+1 autour dOun cercle vZrifiant la mem
propriZtZ.

Somme dOentiers qui different de |

On cherché Zcrire un entier comme la somme dOune suite dOentiers strictement positifs vZrifiant
les 2 conditions :

(a) la suite dZbute par un 1, 5 3

(b) deux termes consZcutifs de la suite ont une diffZrence (le plus grand moins le plus petit) Zgale
1.

Par exemp 11=1+2+3+2+3 ou 11=1+2+3+2+1+2.

1) Quels sont les entiers qui ne peuvent pas sOZcrire ainsi ? Justifier la rZponse.
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2) Quelle est la suite la plus longue qui convient pour 100 ?
3) Donner une suite la plus courte possible qui convient pour 100.

4) Reprendre les questions 2) et 3) avec un entier n quelconque pouvant sOZcrire avec les conditi
(a) et (b).

Pavage avec des rectangles 2 x §

On veut paver une grille " mailles carrZes a x b (a et b entiers strictement supZriewaseclies
rectangles 2 x 3, sans chevauchement et en laissant le minimum de petits carrZs non recouverts.

1) Dessiner un tel pavage pour les grilles 5x6,4x9et5x9.

2) Donner une condition nZcessaire et suffisante sur a et b pour quOilenau@ petit carrZ
non recouvert.

3) Sion ne peut pas paver completement la grille, montrer en donnant un exemple pour chaque ¢
que le nombre de carrZs non recouverts peut stre Zgal " 1, 2, 3, 4 ou 5 selon les valeurs de a et b.

4) Justifier qu@ppeut toujours paver la grille en ne laissant au maximum que 5 carrZs non
recouverts.

La demi-sphere

Un chivpientvmuni dOun couvercle plan a la forme dOunesplesre. Trois boules de rayon 5 cm
sont dZposZes dans ce rZcipient de telle fasan lgsl sommets des trois boules affleurent le
couvercle.

1) Faire un dessin rgprZsentant la coupe par un plan passant par les centres des trois boules pt
un autre dessin reprZsentant la coupe par un plan contenant |Oaxe de-tpleeniet le centre
d@ne des trois boules.

2) Quel est le rayon de la desphere ?
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2013

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

2+0+1=3

2013 est un nombre entier comportant quatre chiffres distincts tels que le plus grand des chiffres e
Zgal " la somme ddsois autres.

1) Combien y 4-il de nombres ~ quatre chiffres distincts formZs avec 1, 2, et 6

2) Combien y 4-il de nombres " quatre chiffres distincts (compris entre 1000 et 9999) formZs
avec 0,1,2et3

3) Combien existeil de nombre” quatre chiffres distincts (compris entre 1000 et 9999) et tels
gue le plus grand des chiffres soit Zgal " la somme des trois autres?

DiffZrence de deux carrZs dOentidf

1) Quels sont les entiers compris entre 1 et 10 qui ne peuvent pas sO#urieela diffZrence de
deux carrZsdOentier8

2) Montrer que tout nombre impair peut sOZcrire comme la diffZrence de deux carrZs dOentiers.

3) Combien dOentiers entre 1 et 100 ne peuvent pas sOZcrire comme la diffZrence de deux carrZ
dOentier8 Jugifier votre rZsultat.

Encore des carrZs

el N

Un grand carrZ de c™tZ Zgal ®st inscrit dans un cercle. _
Un petit carrZ de c™tZ Zgal, acdeux sommets sur le c™tZ du grand carr.
les deux autres sur le cercle.
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DZterminer une ZquatiorZrifiZe par le rapport x =,¢ c,.

En dZduire la valeur de x.

Deux pavZs de meme volumg

Emma possede un pavZ droit dont deux faces ont chacune une aire Zgale ~ 4 cm!, les 4 autres ont
chacune une aire Zgale ~ x cml.

Lucas possederupavZ droit dont deux faces ont leurs diagonales de longueur Zgale "4 cm, les
guatre autres ont leurs diagonales de longueur Zgale ™ x cm.

Sachant que les deux pavZs ont le meme volume, calculer x et le volume commun aux deux pavZs

Matiere grise

1) Les deux petits carrZs ont pour aires a2 et b2. Quelle est |Qaire de la partie grisZe obtenue
retirant les deux petits carrZs du grand carrZ ? Justifier votre rZsultat.

2) Les deux petits derdisques ont pour aires a2 et b2. Letitpelemicercles sont tangents entre
eux et tangents au grand deagrcle. Quelle est [Oaire de la partie grisZe ? Justifier votre rZsultat.

3) A partir dOun point D situZ sur le c™tZ [BC] dOun triangle ABC on trace deux segments paralle

aux deux auts chMtZs. Les triangles BDF et DCE ont pares respectives a2 et pquelle est
IOaire du parallZzlogramme DEAF ? Justifier votre rZsultat.
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2014

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Des carrZs dans un carrf (pour les secondés

Partager un carrZ en 4, 6, 7, 8, 9 carrZs (pas nZcessairement de meme taille).
GZnZralisation pour quelles valeurs de N peoih partager un carrZ en N carrZs (pas
nZcessairement de meme taille) ?

A la queue leu led (pour les premieres et ternmnales)

Former une suite de 3 nombres entiers distincts deux " deux, le premier terme Ztant Zgal " 1, telle
que la somme de deux termes successifs soit toujours Zgale au carrZ de leur diffZrence.

Meme question avec 5 nombres.

GZnZraliser ~ N nmbres et montrer quOune telle suite est unique.

Palindromes (pour tous)

Un palindrome est un nombre qui reste le meme si on renverse IQordre de seqekéingde
82528).

On sOintZresse aux palindromes " 5 chiffres, ne commeneantrpas @at divisibles par 101.
Quel est le plus petit Quel est le plus grarfd Combien y 4-il de tels nombre®

Memes questions en remplasant 101 par 103.
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HZritage fractionnZ (pour tous)

A la mort de IOoncle Picsou ses 5 nevepagagent sa fortune S en respectant les conditions
imposZes par le testamentar ordre de naissance, chacun des hZritiers re«oit la fraction de S la
plus grande possible de la forme 1 / k o k est un entier, mais il doit laisser quelque chose aux
hZrifiers suivants (sauf pour le dernier).

LOa’nZ recevra donc 1/2 de S et le deuxisme 1/3 de S.

Quelles fractions de S recevront les autres hZrifers

Et sOil y avait eu 6 hZritie?gavec la meme regle).

On suppose maintenant quOil y a 4 hZritiers elegi@stament impose deux conditiof®hZritage
est entisrement distribuZ et les parts sont toutes des fractions de S de la forme 1 / k avec k entier.

Quelle sera au maximum la plus petite part
Quelle sera au minimum la plus petite part

201 (pour tous)

Cette grille est composZe de 9 chiffres tous diffZrents

6 | 4|9
51310
8 | 1 2

On remarque que649 + 530 + 812 = 1991
658 + 431 + 902 = 1991

Il faut con]pIZter la grille edessous " I0aide dechiffres tous diffZrents de maniere que les trois
nombres Zcrits horizontalement aient pour somme 2014 de meme que les trois nombres Zcrits
verticalement (lus de haut en bas).

Expliquer pourquoi le chiffre 2 ne figure pas dans la grille.

Quelles sont les valeurs possibles pour la somme des chiffres de la coémnoentaines? Dans
chaqgue cas donner les diffZrentes possibilitZs pour les chiffres de cette colonne.

Memes questions avec &lonne des unitZs puis la colonne des dizaines.

Donrer au moins unsolution (il y en a plusieurs).
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2015

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Chassez IOintrus (uniquementpour les secondes

Arthur choisit un entier n puis il calcule la somme de tous les entiers de 1~
n:1+2+3+E+(n-1) +n.
Malheureusement il est distraitief ajoutZdeux fois IOun des emnsie

Sachant quOil n@as fait dOautre erreur et quOil obtient comme total 2015, que valait n et quel est
le nombre quOil a ajoutZ deux fdis

n(n+1)

Onadmetque 1+2+3+ -+ @—-1) +n=
formule).

(bonus pour la démonstration de la

Des rectangles avec des tiglas(uniquementpour les premieres et terminales)

On dispose de n tiges mZtalliques de longueurs 1, 2, 8, &nm et on cherche ~ former un
rectangle en mettardout = bout ces n tiges.

Quelles sont les deux plus petites valeurs de n permettant de former un rectangle naveplati
les n tiges ?

Combien peubn former de rectangles non superposables pour ces deux valeufs de n
Pour quels entiers n pewin famer un rectangle non aplati avec les n tiges

Pour quels entiers n pewin former un carrZ avec les n tiges
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Toujours par 17 (pour tous)

On dispose de 2015 jetons qui sont blancs dOun ¢™1Z et noirs de IOautre. Au dZpart teus les jeto
sont posZs sur une table, le c™tZ noir Ztant visible. Une Ztape consiste ~ choisir 17 jetons puis ~ le
retourner.

Combien fauil dOZtapes au minimum pour que tous les jetons montrent leur face Blanche

Meme question en partant de 2016 jetons (énumant ~ chaque Ztape 17 jetons).

GZnZralisez ~ un nombre n de jetons, n > 17 (en retournant ~ chaque Ztape 17 jetons).

Avec des croix (pour tous)

On dispose de 2015 croix identiques constituZes de 5 carrZs de «
de longueur 1 cOn assemble ces cropour former un polygone,
de fason que deux croix en contact se touchent par 3 c™tZs. Par
exemple avec trois croix on peut former ce polygone

Quel est le plus grand pZrimstre que IOon peut obtenir pour un
polygoneformZ de cettéaeon avec les 2015 croix ?

Quel est le plus petit pZrimstre que 1Oon peut obtenir pour un polf@omé de cette fason avec les
2015 croix ?

SchZma de dZverrouillagp (pour tous)

4 .l ® 3:50 PM

Release finger when done

Neuf points A, B, C, D, E, F, G, H et | sont placds sommets de 4 carrZs de ¢™

successivement les points dans |Oordre de la permutation (un segment de la |
peut passer Zventuellement par un des 9 points).

Par exempleour la ligne dZfinie par la permutation&G-C-D-I-B-H-E, les 5
segments [GC] et [BH] passent par E. Quelle est la longueur de cettebligpzae ?

Quelle est la plus petite longueur pour une ligne brisfmZe ~ partir dOune m——
permutation des 9 points

. s A B C

Essayez de trouver la plus grande longueur pour une telle ligne brisZe. ° ° °
D E F

L ] ® [

G H |

L [ ] L
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2016

LIMOUSIN

Les sujets LYCfE

Les nombres triangulaireq]

1. Pour tous: 0
a) Calculez ] T, T, Te. o] 0 O 0O 0 O
b) Exprimez Jen fonction de n sous

la forme dOune somme dOentiers. T,=1 T,=3 T,=6 T,=10
Pour calculer un nombre triangulaire on utilise la formule21(n+1) schZmatisZe pour n=4 par

ce dessin
O 0 0 O

c) 2016 estl un nombre triangulaire?

d) Lesentiers 1 et 36 sont des nombres triangulaires Zgaux au carrZ dOun nombre entier.
Trouvez au moins un autre nombre triangulaire Zgal au carrZ dOun nombre entier.

2. Uniguement pour les premieres et les terminales

e) Montrez que la diffZrendes carrZs de deux nombres triangulaires consZcutifs est le cube dOut
entier.

f) Les nombres triangulaires peuvéistse terminer par nOimporte quel chiffre
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Il neige des flocons E de Von Koch

Pour obtenir un flocon de Von Koch, on considsre un triangle ZquilatZral de 12 cm de ¢c™tZ sur
lequel on procede au programme suivant:
- on divise chacudes segments de la figuzatrois
segments de meme longueur

- on construit sur chaque segmenZdian \ 7 ¥
I'extZrieur du triangle d base, un triangle / ramt \ Lm0 ) s
ZquilatZral \ ¥

- on supprine chacun des segments mZdians °
- on recommence les Ztapes prZcZdentes.

1. Calculede pZrimetre de chacune des trois figures.
2. Quel serait le pZrimetre de lafire 4? Dela figure n?

3. On dZsigne paA l'aire dela figure 1. Quelle fraction d& mesure l'aire déa figure 2?
L'aire de la figure 3? L'aire dela figuren ?

LOinvasiordes 1

Dans ce probleme on a seulement le droit dOutiliser le nomidies additions, des multipéitons

et des paires de parentheses (mais on ne peut pas utiliser les ndinbtés, E).

En utilisant exactemetfitfois le nombré on peut obtenir tous les entiers compris ehtet #.
Parexemplel+1+1"1"1=3 et (1+1)"(1+1+1)=6.

1. Montrez quQavec exactement 6 fois le nombre 1 on peut obtenir tous les entiers de 1~ 9.
2. Quels entiers pewn obtenir avec exactement 7 fois le nomb?e 1

3. Quel est le plus grand entier quOon peut obtenir avec exactement Lodimibrie 1?

4. Obtenez ainsi 2016 avec le minimum de fois le nombre 1.

5. Quel est le plus grand entier quOon peut obtenir avec exactement n fois le mbre 1

COest renversarnt

En utilisant tous les chiffres de 1 "9, LZon a fértrois nombres de trois chiffres qu'il a ajoutZs
pour former une somme S. No‘l a renversZ les trois nombres formZs par LZon (par exemple 135
devient 531) et a calculZ leur somme SO.

1. Dans cette partie, LZon a obtenu S= 2016.
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a) Montrez sur un exeapte que LZon peut effectivement obtenir S = 2016 et donnez pour cet
exemple la valeur de SO, somme obtenue par Nol.
b) Quelles sont les diffZrentes sommes SO que No‘l peut @btenir

2. Dans cette partie, LZon a obtenu une somme S non prZcisZe.

a) Pour quelles sommes S, obtenues par LZon, No*ipebitenir une somme sO Zgal~e "S?
b) Pour combien de sommes Styibexactement deux possibilitZs pour la somme SO ?
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 1996

LIMOUSIN

Les corrigZs LYCfE

Bicolore

Observons I’hexagone ABCDEF (fig 1)

Du point A partent 5 segments (cotés ou diagonales), on peut donc avoir :

5 rouges, ou 4 rouges et 1 vert, ou 3 rouges et 2 verts, ou 2 rouges et 3 verts, ou 1 rouge et 4 verts
ou enfin 5 verts ; dans chacun de ces cas il y a au moins trois segments de méme couleur.
Considérons trois segments de méme couleur, par exemple rouges, issus de A ; notons- les [AX]
[AY] [AZ] ou X,Y, Z sont trois des points B, C, D, E, F (fig 2).

Si les trois c6tés du triangle XYZ sont verts, ce triangle est unicolore ; sinon XYZ contient au
moins un coté rouge, par exemple [XY], mais alors AXY est unicolore.

Pour un pentagone , du point A partent 4 segments, il est possible d’avoir 2 rouges et 2 verts, le
raisonnement précédent ne s’applique pas. On peut avoir un coloriage dans lequel aucun triangle
n’est unicolore. (fig 3).

N

E X v z

figure 1 figure 2 figure 3

Revenons a I’hexagone, on a dessiné 15 segments (cotés ou diagonales). Pour chacun de ces
segments on a 2 choix de couleur, il y a donc 2" coloriages possibles, 2'° = 32768
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Au carrZ

On vérifie facilement les égalités données par le texte :
1 x2x3x4+1=5"2
2 x3x4x5+1=11"2
3x4x5x6+1=19"
La dixieme ligne serait :
10x11x12x13+1=131"

Y a-t-il une ligne sur laquelle figure 1996 * ?

A gauche de I’égalité, on a le produit de 4 entiers successifs dont 2 sont nécessairement pairs, ce

produit est pair et en ajoutant 1 on obtient un nombre impair qui ne peut étre égal a 1996° .

On observe que les égalités écrites sont toutes de la forme :
nxm+D)xm+2)xm+3)+l=[nxm+3)+1]°

En développant, on vérifie que cette égalité est vraie pour tout entier naturel n.

Adam et ZoZ

Il'y a 5 jetons et Zoé joue la premiere, elle peut donc prendre 1 ou 2 jetons.
Examinons le cas ou elle prend 1 jeton puis Adam 1 jeton, les tirages suivants sont alors
obligatoires (nombres écrits en gras)

Z0oé 1 1 1
Reste 4 2
Adam 1 1
Reste 3 1

Z0oé a perdu.

Examinons le cas ou elle prend 2 jetons au départ, Adam doit obligatoirement prendre 1 jeton :

Z0é 2

Reste 3 1
Adam 1

Reste 2

Adam a perdu.

En conclusion, si Zoé joue la premiere, elle peut gagner, a condition de prendre 2 jetons eu premier
coup.

Si Zoé a devant elle, 5 jetons c’est une situation gagnante pour Zoé, nous la noterons Z(5) et 3
jetons devant Adam est une situation perdante pour Adam, nous la noterons a(3).

On a de méme Z(4), Z(5), Z(6) car elles peuvent renvoyer a a(3), mais z(7) car elle renvoie a A(4)
ou A(5) ou A(6).

On a de méme Z(8), Z(9), ...Z(14) car elles peuvent renvoyer a a(7), mais z(15) car elle renvoie a
A(8) ou A(9) ... ou A(14).

Sont perdantes pour Zoé, les situations z(1), z(3), z(7), z(15).

Onremarque que : 1 =2'—-1;3=2"-1;7=2"-1;15=2"-1.

Plus généralement : 2"—1=2x 2""'—=1=2""-1+2""",
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Si Adam a devant lui 2" - 1 jetons, il peut prendre p jetons, p compris entre 1 et 2" '~ 1

et Zoé peut prendre 2" ' — p jetons laissant 2 Adam 2"~ '— 1 jetons, puis a 1’étape suivante elle
laisse 2 Adam 2"~ *— 1 jetons ...jusqu’a 1 jeton.

Pour gagner il suffit que Zoé laisse toujours a Adam un nombre de jetons de la forme 2" — 1.

Si Zoé a devant elle 1996 jetons, elle prend 973 jetons et laisse 1023 jetons ( 1023 =2'°— 1), au
deuxi¢me coup, elle laisse 2°— 1, ... au dixieme 1 jeton et elle gagne.

Dans |Oangle

Notons 6 = xOy

Pour 8 = 10 j, en utilisant 1’égalité de deux angles dans un triangle isocele et la somme des angles
d’un triangle égale a 180°, on obtient :

OA)A, =160° ; OAA, = 150° ; OA,A; = 140° ; OAA, =130° ; OA,A; =120° ; OAA;=110°;
OA(A, =100° ; OA,A;=90° .

Le cercle de centre Aget de rayon OA, est tangent a [Ox), la construction s’arréte, on a construit 8
triangles.

AD A2 A4 A6 A8

Al

A3

Ab
A7

Pour 6 = 20;j:

OA\A, =140°; OA A, =120° ; OA,A; = 100° ; OA;A, = 80° ; cet angle est inférieur a 90°, on
revient en arriere, or on a aussi OA,A; = 80° , on construit donc les points symétriques des
précédents par rapport a la bissectrice des demi-droites [Ox) et [Oy) ; on a construit 8 triangles.
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AD Ab A2 AM

Al

A3

Pour 6 = 27j:
OA A, =126° ; OA A, =99° ; OA,A, =72° ,on revient en arriere, on construit A, et A; et on
constate que OA; < OA,, la construction s’arréte, on a construit 5 triangles.

AD A4 A2

Dans un triangle isocele, les deux angles égaux sont strictement inférieurs a 90°, donc si 6 = 90°, on
ne peut construire aucun triangle.

Soita,= OA, A,

Si a, > 90j, on peut continuer et construire A, ,, en avancant

(A, E[OA,, ])etOAA,  =180-0-a, AA A, =180-a,
A AA,,, =180-2(180—-a,)=2a,-180

OAA,, =0AA,  +A AA,, =(180-0-a)+ (2a, - 180)

a,,; = a,— 0 ; la suite (a, ) est une suite arithmétique de raison — 0.
Ora,=180-260donca,=a,—-(n-1)0=180-(n+1)06
b,=0A,A,,=n6.
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A[n-2) A[n)
' bn b

A(n-1)

Aln+1)

A, est le dernier point construit lorsque a, = 90j car alors le cercle de centre A, et de rayon OA, est
tangent a [Ox) ou a [Oy) en A, ,. Ceci est réalisé quand 180 — (n + 1) 6 = 90 ou encore
n=90/0-1;donc si90 /0 est un entier q on construit q — 1 triangles.

C’est le cas pour 6 = 10, 0n a g =9 et on a construit 8§ triangles.

C’est le cas pour 0 =45, 0n a q =2 et on peut construire 1 seul triangle.

On revient en arricre (A, € [OA,]) lorsque a, < 90c’est a dire 180 — (p+1) 6 < 90 ou encore
p>90/6-1.

Alp-2) Alp)

Pour la suite nous désignerons par p le premier entier vérifiant cette inégalité, p est la partie entiere
de 90 /6.
SiOA, A, =0AA,, alors A et A, d’une part, A, et A ,, d’autre part sont symétriques par
rapport a la bissectrice de xOy, de méme A, ......... A,,, sont symétriques de A, .......... A, et
A,, =0, on revient donc en O et on construit 2p triangles.

Cela se produit quand a, = 180 —a, - 6, on obtientp=90/6 - 1 /2.

Par exemple si 0 =20, p =4, on a 8 triangles.

Si0=60, p=1,on a2 triangles mais qui sont confondus.

Quand on revient en arriere, A ,A, A, =180 -2 b, =180 -2 p 6 et d’autre part A, A A, =180 —
2a,=2(p+1) 0 - 180 et A, A, <A,,A, lorsque A, A A, <AA A,,, c'estadire 2(p+1) 6-
180 < 180 - 2p0, soit p < 90/0 -1/2.

Si p+1/2 <90/0, on a 2p triangles et si p+1/2 > 90/0, on a 2p-1 triangles.

Récapitulation : p désigne la partie entiere de 90/ 0
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Condition 90/06 =p p<90/0 <p+1/2 [90/0=p+1/2 p+1/2<90/0<p+1
Nombre de p-1 2p-1 2p triangles avec 2p triangles
triangles retour en O sauf

pour 0 = 60

On obtient n triangles pour :

0 =90/ (n+1)ou 180/ (n+2) <8 <180/ (n+1)ou 6 = 180 / (n+1) avec n pair.
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TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 1997

LIMOUSIN

Les corrigZs LYCfE

Les camZIZons

1- Considérons les transformations suivantes :

Rencontre aris bruns rouges
1 7 5
brun-rouge 3 6 4
brun-rouge 5 5 3
gris-brun 4 4 5
gris-brun 3 3 7
gris-brun 2 2 9
gris-brun 1 1 11
gris-brun 0 0 13
Il ne reste donc que des caméléons rouges.
2- Dans le second cas effectuons les transformations indiquées
Rencontre aris bruns rouges
13 15 17
gris-brun 12 14 19
gris-brun 11 13 21
brun-rouge 13 12 20
brun-rouge 15 11 19
brun-rouge 17 10 18
Gris-rouge 16 12 17

On voit ici que le nombre de caméléons rouges n’a pas varié, et que 1’on a trois caméléons gris de
plus, trois caméléons bruns de moins. Les trois couleurs jouent des rdles totalement symétriques
donc on peut par une suite de rencontres transformer trois caméléons d’une couleur en trois d une
autre.

58



3- Notons a, b, ¢ le nombre de caméléons des trois couleurs gris, brun, rouge respectivement. A chaque
transformation on a les propriétés suivantes:

* a + b + c est constant, car le nombre de caméléons ne change pas.

* Sionnote a', b', ¢' le nombre de caméléons des trois couleurs apres la transformation, trois cas
sont possibles

rencontre gris-brun:a'=a-1, b'=b-1, c'=c+2, donca'-b'=a-b

rencontre brun-rouge : a'=a+2, b'=b-1, ¢c'=c-1,donca' -b'=a-b+3

rencontre gris-rouge : a'=a-1, b'=b+2, c'=c-1,donca'-b'=a-b-3

Dans les trois cas, (ab')- (a- b)) est un multiple de 3, on dit que l est constant moduk

* Par permutation circulaire, on a également, b - ¢ et ¢ - a constants modulo 3. La troisi¢me
propriété se déduit en fait des deux premieres puisque a + b + ¢ est constant.

Supposons maintenant que 1'on puisse par une suite de rencontres arriver a des caméléons ayant tous
la méme couleur, c'est a dire qu'il y ait deux fois la valeur O parmi a, b , c. Il y a donc deux valeurs
égales modulo 3, et comme cela n'a pas changé lors des transformations, il y avait au départ deux
valeurs égales modulo 3.

On en déduit que si {a,b,c}={0,1,2} modulo 3, on ne peut pas arriver a des caméléons de méme
couleur, quelle que soit la suite des rencontres réalisées.

Dans le cas proposé,ona:a=13, b=15, c=17,il n'y a pas deux valeurs égales modulo 3, il n'est
pas possible d'arriver a des caméléons ayant tous la méme couleur.

4- Si deux valeurs parmi lesois nombres a, b, ¢ initiaux sont Zgales modulo 3, on peut rZaliser une
suite de rencontres aboutissant ~ tous les camZIZons de la troisisme couleur. Supposons " une
permutation des couleurs pres, queéb(@) soit un multiple de 3 avecsab. Nous allons mntrer

quOil est alors possible dOarriver ~ des camZIZons ayant tous la meme troisieme couleur ( cOest "
a=0, b=0 au bout dOun certain temps), sauf dans le cas particulier a =&,cb=Bkmais

alors il y a une seule couleur reprZsen®epeut donc Zcrireba+ 3k avec k= 0.

1" Ztape on se ramene ~ & 0 en effectuant a rencontres goisin, et on passe de (a,b,c) ~ O,b
a,c+2a) (0,3k,c+2a).

2'™¢ Ztape mZcanisme ZIZmentaire de passage de (0,3,1) " (0,0,4)

rencontre gris bruns rouges
0 3 1
brunrouge 2 2 0
gris-brun 1 1 2
gris-brun 0 0 4

On a donc fait dispara’tre 3 bruns et appara’tre 3 rouges.

3™ Ztape on utilise k fois le mZcanisme prZcZdent ~ la rZpartition (0,3k,c+2a). Attention, cela
nOest possible que si a#20 (on a besoin dOun rouge au moins pour le mZcanisme, et le nombre d
rouges augmente ensuite. On arrive ainsi ~ (0,0,c+2a+3k). Le probleme a donc une solution, tous l¢
camZlZons sont devenus rouges.

5-RZcapitulons on peut arriver ~ des camZIlZonsaytous la meme couleur si et seulement si deux
des valeurs de dZpart different dOun multiple de trois. Dans ce cas une stratZgie a ZtZ prZsentZe
correspond ~ b rencontres, oe b est la plus grande de ces deux valeurs.
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CarrZ tournant

La solution epose sur le prolongement des c™tZs du grand carrZ au del” du point O.

La condition b>a garantit que le point A reste "~ IQintZrieur du carrZ tournant, et donc la partie
commune est toujours le quadrilatere AMON

Le prolongement en pointillZs monimee le petit carrZ est dZcoupZ en quatre parties Zgales dont
IOune est AMON.

On en dZduit immZdiatement que 10aire de AMON est le quart de |Qaire du carrZ fixé4soit a
Elle est bien constante.

DOautre part, AN BM et ON= OM donc le pZrimetre dia partie commune vaut
AN+NO+OM+MA=BM+NO+OM+MA=AB+20OM=a+20M

Le pZrimstre est donc minimal lorsque OM est minimal, cOest ~ dire M milieu du c™tZ AB.

On a alors OM = a/2 et le pZrimetre minimal vaut 2a.

De meme, le pZrimetre est manal lorsque OM est maximal, soit M en un des sommets du carrZ.

On a alors OM = ay/2 et le pZrimetre maximal vaut a(1+2 ).

Disque qui roule ...

Notons que le triangle ABC est rectangle puisque 10 > =8 > + 6 * (c’est le classique triangle 3,4, 5
en deux fois plus grand)

D'autre part le centre du petit disque décrit I'ensemble des points qui sont a distance 1cm d'un des
cOtés, a distance au moins 1cm des deux autres et intérieurs au triangle. Cet ensemble est le triangle
A'B'C' de cotés paralleles a ceux de ABC, ce triangle est rectangle.
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Les triangles ABC et A'B'C' sont donc semblables et le rapport k de leurs périmetres est :
k =CB'/CB = A'B/AB = A'C'/AC. 1l suffit donc de calculer k

MZthode 1

CD =C'D'=B'F =1, avec F projeté orthogonal de B' sur (AB). D'autre part, le parallélisme des
cOtés fait apparaitre trois fois l'angle o dans trois triangles rectangles ABC, A'B'C', BEF. On a donc

sin o = AC/AB = B'F/B'E d'ou B'F =B'E x AB /AC = 10/8 = 5/4

et d'autre part DE/CB = AD/AC d'ou DE =CB x AD/AC =6.(8-1)/8 =21/4
Onadonc:CB'=DE-DC'-BE =21/4-1-5/4 = 3.

k =C'B'/CB = 3/6 = 1/2 et le périmetre de A'B'C' est égal a 12.

MZthode 2

A',B',C' sont équidistants de deux coOtés du triangle ABC ils sont donc chacun sur une bissectrice de
ce triangle. Soit O l'intersection des bissectrices, c'est le centre du cercle inscrit dans le triangle,
soit r le rayon de ce cercle.

Le rapport k de I'hnomothétie de centre O qui transforme ABC en A'B'C' est k = OR/OS et on a OS =
r

Si p désigne le demi-périmetre de ABC et U son aire on a U = pr (démonstration facile en
additionnant les aires des triangles OAB, OAC, OBC)

Or2p=10+8+6=24etU=AB.AC/2 =24 doncr =2 c'est a dire OS =2 et comme SR =1, OR
=1 et enfin k= 1/2.

MZthode 3

AB'=k. AB=10k B'C'=6k A'C'=8k
L'aire U de ABC est la somme des aires des trapezes AA'B'B, BB'C'C, CC'A'A et du triangle A'B'C'

24 =1.(10k + 10)2 + 1.(6k + 6)/2 + 1.(8 k + 8)/2 + 6.k .8k/2
48(1 - K2 = (k +1).24 2(1-K)(1 +k)=(1 +k) 21-k)=1 k=1/2.

61



La ronde des pions

Voici une solution possible pour chacun des trois cas demand€s. La position précédente des deux
pions déplacés d'une case vers une case voisine est indiquée par un petit cercle blanc.

Couronne de cing cases :

Couronne de six cases :

et il n'apparait pas de solution évidente pour transférer le sixieme pion avec les cinq autres. En fait
ce n'est pas possible, comme cela sera démontré par la suite. Mais le fait de ne pas y arriver ne
prouve pas qu'il n'y a pas moyen de le faire.
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Couronne de sept cases

On voit que cela a pu étre réalisé pour n = 5 ou 7, mais pas pour n = 6. Il reste a voir comment cela
se passe dans le cas général.

Casnimpair: n =2k +1

On peut procéder par symétrie, comme dans les cas n = 5 ou 7. On fixe une case ou transporter les
pions. On peut alors numéroter les cases, par rapport a leur éloignement de cette case,de -k ak . On
bouge alors simultanément deux pions qui sont dans des cases de numéros opposés. Au premier
mouvement, les deux pions dans les cases —1 et 1 vont dans la case 0. Puis les deux pions qui sont
dans les cases —2 et 2 vont sur les cases —1 et 1 puis sur la case O .... On procede ainsi de suite et
tous les pions vont sur la case 0 au bout de 1 + 2 +...+ k étapes.

Le nombre N d’étapes est donc : N = k(k+1) /2 = (n-1)(n+1) / 8 = (n*-1) / 8.

Cas n pair.

- Posons n = 2p et numérotons les cases de 1 a 2p, la case 1 étant celle ou on veut mettre tous les
pions.

p pions occupent une case paire et doivent faire chacun un nombre impair de déplacements : soit a
ce nombre

p pions occupent une case impaire et doivent faire chacun un nombre pair de déplacements : soit b
ce nombre.

Le nombre total de déplacements est p(a + b) avec a+ b impair, or on déplace les pions 2 par 2, le
nombre de déplacements est donc pair ; pour que ce soit possible il faut que p soit pair c'est a dire
que n soit un multiple de 4

- Si n est un multiple de 4, c'est possible, en effet posons n = 4q, on peut déplacer les 2q pions situés
sur une case paire pour les amener sur la case précédente (on fait q déplacements de 2 pions) ; par
étapes successives, on peut amener les 2 pions de I'une quelconque de ces cases sur la case 1.
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| Rando-math | = seconde

Désignons par d la longueur du tour du lac, par x la distance parcourue par Martial et par t le temps

écoulé depuis le lever du soleil jusqu’a 9 heures, moment de la rencontre.

Martial parcourt x km en t heures sa vitesse est donc x/t ; il parcourt aussi (d — x) km en 2 heures
d! d—x

st 1iz X
;onal’égalité —=
t

Valérie parcourt (d — x) km en t heures et x km en 4,5 heures (de 9 h30 a 14 h) ; on a donc I’égalité
d! x_ x

(de 9h 30 a 11h 30), sa vitesse est donc

t 45
- < ik : X d=-x d-x_ x
En multipliant membre a membre les deux égalités obtenues on obtient : T X " = 5 X 15
puis en simplifiant par x et (d —x) : t =9 soit t = 3
Le soleil s’est levé a 6 heures.
| EsthZtiquemultiplicative = seconde, premisre, terminale
Analysons le calcul effectué dans un cas plus simple :
777 On calcule en réalité :
x 777
49 4900 + 49490 +494949 + 4949044900 c’estadire:
4949
494949 49.10° + (49.10° + 49.10) +(49.10* + 49.10° + 49) + (49.10° + 49.10) + 49 .10°
4949 C’est bien le développement de :
49
603729 (7.10* +7.10 + 7).(7.10* + 7.10 + 7)
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Soit a effectuer le produit des nombres UVxXY ou U et V sont des chiffres : U et X sont les

chiffres des dizaines et V et Y sont les chiffres des unités. On doit calculer le produit :

(10.U + V) x (10.X +Y) qui développé donne 10°.U.X + 10.U.Y + 10.V.X + V.Y

On dessine un tableau carré de deux lignes et deux colonnes ; au dessus du tableau en partant de la
gauche on inscrit les chiffres U et V et a droite en partant du bas les chiffres X et Y, on complete le
tableau en effectuant les produits.

U v

Uy vy | Y

UX | x

On adopte la disposition suivante : Dans chaque case on écrit le chiffre des dizaines sous la
diagonale et le chiffre des unités au-dessus et en faisant pivoter le tableau, on obtient la disposition
du texte. On fait I’addition des nombres comme indiqué au début, par exemple :

6 2 62
o2 N4 x4 7

N AN 7
4 \\\ 1 S 472
T K 2414
AN IRNEE 08
2 N |0 2014

On a calculé 420 + 2414 + 080 et dans le cas général U.Y.10 +(U.X. 10>+ V.Y) + V.X.10, c’est
bien ce que 1’on voulait.

La technique peut s’appliquer a tous les produits ; si les nombres n’ont pas le méme nombre de
chiffres, on remplace dans la disposition précédente un carré par un rectangle.

532 777
x 28 x 77
40 49
1024 4949
061 6 4949
04 49
14896 59829
« C’est un procédé tres évolué que les arabes ont inventé aux alentours du XIII*™ siecle. Celui-ci fut

transmis deés la fin du Moyen Age a I’Europe occidentale, ou il fut connu sous le nom de per gelosia

(par jalousie), en allusion a la disposition des opérations qui évoquent les treillis en bois ou en

métal, a travers lesquels les femmes et surtout les maris jaloux pouvaient voir sans étre vus. ... »
(D’apres Georges IFRAH : Histoire universelle des chiffres)

65



[ Desronds dansiOeau] = seconde, premiere, termirale.

Nommons les anneaux A, B,C,D, E, F, G, H.

Soit r le rayon du cercle, AB =a, AC=b, AE=d =2r.

r

V2
)2ri=Q2++2)r?

I étant le projeté orthogonal de D sur (AE), OI =1ID =

AD? = Al*+ IDZ:(1+L2)2r2+(L

V2 V2
c= r\/2+\/§

Dans le triangle ABE,d>=a’+c> d'ova=r2-+2 ;
enfinb=r +/2

Si le nageur s’arréte des qu’il a atteint le dernier anneau, il doit parcourir 7 segments ; pour
effectuer la plus grande distance possible, il doit parcourir le plus grand nombre de diametre
possibles ou a défaut des segments de longueur AD; or il ne peut parcourir 2 diametres
consécutivement sinon il revient a I’anneau précédent. Il peut donc parcourir au plus 4 diametres.
Montrons qu’il peut parcourir 4 diametres et trois segments de longueur AD, il effectue alors un
trajet de longueur maximale. Il peut par exemple ramasser les anneaux dans I’ordre A, E, B, F, C,
G, D, H , ou faire un trajet analogue symétrique du précédent par rapport a (AE).

La distance parcourue est :
AE+EB+BF+FC+CG+GD+DH=d+c+d+c

G c +d+c+d=4d+3c=r(8+3 y2++2)

dont une valeur approchée est au cm pres 67,72 m.

Dans la cas ou le nageur revient au point de départ, il doit parcourir 8 segments avec :

- au maximum 4d (pas deux diametres consécutifs).

- le nombre total de a et ¢ doit €tre pair (si on numérote les sommets, un trajet du type a ou ¢ change

la parité du sommet, et, puisqu’on doit revenir au point de départ, il faut un nombre pair de

changement de parité).

Etudions les différents cas :

1) 4d + 4c : On constate que c’est impossible, car I’enchainement est alors imposé : d, c,d, c,d,c,
d, et on doit finir par a.

2) 4d + 3c +d est impossible (regle de parité).

3) d+2c+2b=72,62mestréalisable (A,E,H,D,F,B,G,C, A); les autres trajets avec 4d sont
plus courts (d > c>b > a).

4) 3d + 5c est impossible (regle de parité).

5) 3d+4c+b=7403 m estréalisable (A,E,H,C,G,D,B,F, A);les autres trajets avec 3d sont
plus courts.
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6) 2d + 6¢c =7543 mest réalisable (A,E,H,C,F,B, G, D, A) ; les autres trajets avec 2d sont plus
courts.

7) d+ 7c est impossible (regle de parité).

8) d+ 6¢ + b n’est pas réalisable.

9) 8c=7391 m estréalisable (A,D,G,B,E,H,C,F, A).

Conclusion : le trajet de longueur maximale est de type
2d+6¢c=7543m

| Briques et murettes = premiere, terminale.

Désignons par U, le nombre de murettes différentes qu’on pourrait fabriquer avec n briques.

U, =1 U,=2 U;=3comme le montrent les dessins ol toutes les possibilités figurent dons ces
trois cas. Un mur de n briques peut étre fabriqué soit avec un mur de n -1 briques en ajoutant a
droite 1 brique verticale ou un mur de n - 2 briques en ajoutant a droite 2 briques posées
horizontalement.

mur de n-1 mur de n-2
briques briques

IlyaU,_, possibilités dans le premier cas et U , _, possibilités dans le second cas. On a donc :
U,=U0,.,+U,_,.

On obtient un suite de Fibonacci ou chaque terme s’obtient en ajoutant les deux précédents :
U,=5,U,=8,U4=13,U,=21,U3=34,U,=55,U,,=89,U,, =144, U, =233

n+l 1 n+l

. a” ! . ) 5
Remarque : on peut montrer par récurrence U | = —— -, ouaet b sont les racines de x™ — x —1.
al

Autre méthode : il y a 2x briques horizontales et y briques verticales avec 2x + y = n, dans un mur
de n briques. Si on cherche a répartir les briques verticales et les groupes de 2 briques horizontales,

on doit choisir les positions des x groupes de briques horizontales parmi les x + y positions

X
xt+y

possibles ; il y a donc C =C? , possibilités.

[n/2]
U,= ) Ci, =C),+C}, +C5+C;+C3+C; +Ci=1+11+45+84+70+21+1=233

x=0

Sur le triangle de Pascal, ¢’est la somme des termes de la diagonale montante partant de C° .
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| Le paysdeslacs | = premisre, terminale.

Cherchons le nombre minimum de canaux nécessaires pour pouvoir passer d’un lac a I’autre.
Pour relier 2 lacs il faut un canal et un canal suffit.
Pour relier ces 2 lacs a un troisieme lac il faut un canal supplémentaire et 2 canaux suffisent.

O—0

Pour relier ces trois lacs a un quatrieme lac il faut encore un canal et trois canaux suffisent.

DD S S

En continuant ainsi on arrive a un minimum de 6 canaux pour relier 7 lacs et il n’y a pas d’ile.

Quand on ajoute un canal on crée nécessairement une ile :

Si on ajoute encore un canal, on crée une ile ou on coupe une ile en deux, et on a une ile de plus.

On a ajouté 4 canaux il y a donc 4 iles.

Généralisons : s’il y a L lacs et C canaux reliant tous les lacs, le nombre minimum de canaux
nécessaires est L — 1 et le nombre d’ilesest I=C-(L-1)=C-L + 1.
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[ Quelleligne!] = seconde.

On peut envisager trois méthodes pour savoir si la ligne se referme ou non :

a) Un tracé soigné pour r= 10 cm montre qu’il manque environ 22 mm ; I’erreur de construction
ne pouvant dépasser 12 fois 1 mm, on peut affirmer que la ligne ne se referme pas.

b) Si la ligne se referme, la figure obtenue est un dodécagone ( polygone régulier a 12 sommets ),
de cotér/ 2.

Or, si on considere deux sommets consécutifs du dodécagone et le centre du cercle circonscrit, on
obtient un triangle isocele OAB avec AOB = 30 °.

H désignant le milieu de [AB], AOH est un triangle rectangle et AOH =15 °, on a donc :

AH= OAxsin15°et AB=2xAH=2xrxsin 15°=0,5176 x r ce qui est incompatible avec la
valeur r / 2. Donc la ligne ne se referme pas.

0 B

¢) On peut raisonner sans calcul numérique :

Supposons que la ligne se referme, en prenant trois sommets consécutifs on obtient un triangle ABC
avec AB =BC =r1/2,o0r AC est le c6té d’un hexagone régulier donc AC =r , ce qui est impossible
pour un triangle non aplati.

B

///\
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| Un jeu desolitaire] = seconde, premisre, terminale.

NumZrotons les cases de 1 ~;I®ur ctaque case, il y a deux fasons de placer un pion sur cette
case.

Par exemple pour placer un pion sur la case 1, on part soit de la case 6 soit de jactses&ela
par le schZma suivané —1 <8 . En le rZalisant pour toutes les cases on dldiaesile graphe

e 1 e

suivant:

Commencons par placer un pion sur la case 1 ( en partant de la case 6 ) puis sur la case 6 ( en
partant de la case 11 ), etc ...On peut ainsi placer les 11 pions successivement sur les cases 1,6, 11,
4,9,2,7,12,5,10, 3, 1a case 8 restant vide ; on peut également tourner dans 1’autre sens et laisser
la case 6 vide.

En commengant toujours par la case 1, on peut laisser vide n’importe quelle case différente de 1,
par exemple la case 7 : on place les 11 pions successivement sur les cases 1,6, 11,4,9,2 puis 8, 3,
10,5, 12.

Pour p =4, le graphe se scinde en 4 graphes disjoints

Il restera une case vide pour chacun des 4 graphes, soit 4 cases vides.

Soit p compris entre 1 et 6 ( 12 — p donne le méme résultat car cela inverse simplement le sens ) :
Pour p =1, on place les 11 pions
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Pour p =2, 2 graphes disjoints donc 2 cases vides.
Pour p = 3, 3 graphes disjoints donc 3 cases vides.
Pour p = 6, 6 graphes disjoints donc 6 cases vides.

En conclusion, on place les 1ligns pourp =1, p=5, p=7, p=11.
Généralisation : n cases et on avance de p cases, si d est le plus grand diviseur commun anetp,ily

a d graphes disjoints donc d cases vides. On place donc les (n— 1) pions si et seulement si n et p
sont premiers entre eux.

[ Lesallumettes | = seconde, premiere, terminale.

5 allumettes 7 allumettes

Pour 5 allumettes :

Le triangle OAB’ est isocele donc b = 2a ; le triangle AB’B est isocele donc ABB’ =b ; dans le
triangle isocele OBB’, w =a +2b=5a, donca=m/5 ou 36°

Pour 7 allumettes :
Soit b = B’AC, le triangle OAB’ est isocele donc b = 2a ; le triangle ABC’ est isocele donc ACB’ =
b et par symétrie OC’B =b,d’ou CBC’ =a + b =3a et comme le triangle BCC’ est isocele, BCC’ =

3a et dans le triangle isocele OCC’, m=a+6a=7a donca=mn/7

Généralisation : avec 2n + 1 allumettes on arrivea w=(2n+1)a

| Alaqueueleuleu!] = premiere, terminale.

La somme de deux entiers consécutifs peut s’écrire : n+ (n+ 1) =2n+ 1, les nombres pouvant
ainsi s’écrire sont tous les nombres impairs.

Parmi les entiers inférieurs ou égaux a 20, peuvent s’écrire comme somme d’au moins deux entiers

naturels consécutifs tous les nombres impairs ainsi que :
1+2+3 =6, 2+3+4=9, 3+4+5=12, 4+5+6=15, 546+7=18
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1+2+3+4=10, 2+3+4+5=14, 3+44+5+6=18
1+2+3+4+5=15, 2+3+4+5+6=20
On constate que seuls les nombres 0, 2, 4, 8, 16 ne figurent pas dans la liste ci-dessus.

Nous allons montrer que, plus généralement, les nombres entiers de la forme 2 K k=1, sontles
seuls avec 0, qui ne peuvent s’écrire comme somme d’au moins deux entiers naturels consécutifs.
Soit S une somme d’entiers consécutifs :

S=x+(x+1)+......... +(x+n—1)avec(le,nz2),ona:S:nx+—n(I;1)

I"cas:n=2p (p=1); S=px[2(x+p)—1]avec [2(x+p)—1]nombre impair
supérieur ou égal a 3.

2*™cas: n=2p+1(p=1); S=(2p+1)(x+p)avec?2p+ 1 nombre impair supérieur ou

égal a 3.

S est donc toujours divisible par un nombre impair supérieur ou égal a 3, il n’est donc pas possible
d’obtenir un nombre de la forme 2%, k = 1. 2*ne peut pas sOZcrire comme somme dOau moins
deux entiers consZcutifs

En revanche, soit N un nombre qui n’est pas de la forme 2% alors N =2 x(2m+1)avecm=1,
on peut avoir S = N en choisissant :

Dansle 1*cas, p=2", n=2p, x+p=m+ 1 c’estadirex=m+ 1-2" (c’est possible si x = 1
c’estadirem =2%)

Dans le 2°™ cas, p=m, n=2p+ 1 ,x +p=2"c’est a dire x = 2“ —m ( c’est possible si x = 1 c’est
adirem=2—1).

On peut donc toujours Zcrire, pour m= 1 et N = 2 x (2m + 1), N comme somme dOau
moins deux entiers consZcutifs.

[ Triminos coudZs] = premiere, terminale.

Un rectangle pavable a une aire multiple de 3, donc au moins un c6té multiple de 3.
Un rectangle 4 x 4 n’est pas pavable car 16 n’est pas un multiple de 3.

* En faisant des essais , on n’arrive pas a paver un rectangle 5 x 3 ( ce qui ne prouve pas que c’est
impossible)

* Lesrectangles 3 x 2,6 x 5 et 9 x 5 sont pavables, par exemple :
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* Plus généralement, si un rectangle a un co6té de longueur 3,1l y a 3 facons de recouvrir la case en
haut a gauche :

(1) (2) 3)
(1) et (2) peuvent conduire aux rectangles 3 x 2 ; (3) est sans issue.

Pour paver un rectangle 3 x n on est amené a paver successivement des rectangles 3 x 2 ; en
diminuant de 2 le deuxieme c6té du rectangle, plusieurs fois, on peut se ramener a un rectangle 3 x
2 ou a un rectangle 3 x 1, on voit donc que si la longueur de ce coté est paire, on peut paver et si
elle est impaire, on ne peut pas. Un rectangle 5 x 3 n’est donc pas pavable.

* Les rectangles 6 x 2 et 6 x 3 sont pavables ( voir le pavage d’un rectangles 6 x 5 ), donc tous les
rectangles 6 x n, pour n = 2 sont pavables ( n peut sOZcrire 2u + 3v avec u et v entiers naturéls
) ainsi que les rectangles 6k x n ( juxtaposition de k rectangles 6 x n ).

* Un rectangle 9 x 2 est pavable ( par des rectangles 2 x 3 ), un rectangle 9 x 5 aussi, donc tous les
rectangles 9 x n pour n = 4 sont pavables ( n peut sOZcrire 2u + 5v avec u et v entiers naturels

%), ainsi qu’un rectangle 9k x n.

* Tout entier p multiple de 3, supérieur ou égal a 6, peut s’écrire 6k s’il est pair, 6k + 9 s’il est
impair , donc les rectangles p x n sont pavables.

En conclusion, tous les rectangles d’aire multiple de 3 sont pavables, sauf les rectangles dont un
coté est égal a 1, et les rectangles dont un c6té vaut 3, I’autre étant impair.

*pourn =2 , npeuts’écrire 2u + 3v eneffet: c’est évident pour 2 et tous les entiers pairs ;
pour n impair, n=2q+l avecq=1, n=2q+3-2=2(q-1)+3etq-1 est positif ou nul.

** pour n = 4, n peut s’écrire 2u + 5v en effet : c’est évident pour 2 et tous les entiers pairs ;
pour n impair,n=2q+1l avecq=2,n=2q+5-4=2(q—-2)+ 5 et q — 2 est positif ou nul.
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Les corrigZs LYCfE

D’apres les propriétés d’un hexagone régulier, ABO
est équilatéral donc : AB = AO, or AB = AE donc
A est le milieu de [EO].

On construit d’abord un hexagone régulier dont les
sommets sont sur le cercle. E étant I'un de ces
sommets, on construit le milieu A de [EO] puis le
cercle de centre O et de rayon OA, et enfin un
hexagone de centre O dont A est un sommet.

Réciproquement, supposons A milieu de [EO].,
EA=AQO, or AO=AB donc EA=AB

Complétons le dessin comme indiqué ci-contre :
Les triangles rectangles isoceles MEA, NBF, AOB
sont superposables. donc EC =EA + AO + OC,

EC = MN + EM + NF =
EF

On construit deux diametres perpendiculaires EG et
HF, la propriété EC = EF permet de construire C
puis le cercle de centre O et de rayon OC on
complete alors le carré ABCD.

Réciproquement, supposons EC=EF,
EA +2AO=MN+2EM

EA + J2 AB=AB + V2 EA
EA(1-42)=AB(1-42)

EA = AB



Troisieme toile

Considérons le dessin ci-contre :

ABM et EBN sont deux triangles semi-
équilatéraux superposables.

EP =EN + NP

EP = AM +MP

EP = AP

Construisons d’abord un triangle équilatéral
EFG, les rayons [OE], [OF], [OG].

Soit P le milieu de [EG], la propriété EP = AP
permet de construire A puis le cercle de centre
O et de rayon OA et enfin les points B et C.

Réciproquement, supposons EP = AP,
EN + NP =AM + MP
EN + BM = AM + BN

BEslaB= LA+ LEB
2 2 2 2
EB(!l“;‘/g):AB(!l“;‘/g)
EB = AB

Chacune des constructions précédentes est adaptée au
nombre de c6tés du polygone situé au centre de la
toile.

Voici maintenant une construction valable dans tous
les cas : soit un polygone de n sommets dont [EF] est
I’un des cotés, on veut construire A et B tels que EA =
AB = BF ; plagons M et N sur les droites (OE) et (OF)
avec ME = EF = FN ; la figure formée par le triangle
OEF et le segment [AB] est I'image de la figure
formée par le triangle OMN et le segment [EF] par
I’homothétie de centre O qui transforme M en E ; les
droites (MF) et (EB) sont donc paralleles ; ayant
construit M et N , on peut ainsi construire A et B.
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Des cartes , mais pas trop

Dix cartes sont numérotées de 1 a 10.
Parmi les produits de deux nombres distincts portés par ces cartes, sont des carrés :
I1x4, 1x9, 2x8, 4x09.

Les cartes sont posées sur la table faces cachées.

Si Céline retourne par exemple 1,3,5, 6 elle ne peut former aucun produit de deux de ces nombres
qui soit un carré.

Si Michaél retourne par exemple 1,4, 5, il peut former un carré : 1 x 4 est un carré.

Les nombres 3,5,6,7, 10 ne peuvent étre associé€s a aucun autre pour former un carré, donc si on
retourne un nombre de cartes inférieur ou égal a cinq, il se peut que les cartes retournées soient
toutes dans cette liste et on ne peut former aucun carré.

Il faut donc retourner au moins deux cartes de plus et ces cartes doivent pouvoir former un carré.

Si on retourne sept cartes, on peut obtenir 3,5,6,7,10, 1,2 par exemple et on ne peut former
aucun carré, on n’est donc pas siir d’obtenir au moins un carré.

Si on retourne huit cartes, on aura au pire 3,5, 6,7, 10 et au moins une des combinaisons
suivantes :

{1,2,4+ 41,2,8} 41,2,9} {1,4,8} {1,4,9} 41,89} 42,4,8F 42,49} 42,8,9}
{4,8,9%.
Dans chacun des cas on peut former au moins un carré.

Pour étre stir d’obtenir au moins un carré, il faut retourner au moins huit cartes.

Finissons bien le millZnaire

On veut trouver deux fractions % et % de nombres entiers strictement positifs, telles que % + % =
s q° +

1999 c’est a dire telles que adtbe _ 1999

2000 bd 2000

a 1, par conséquent b et d sont différents de 1.

. Remarquons d’abord que ces deux fractions sont inférieures

Est-ce possible avec b =2 et d = 1000 ?
On obtient la fraction demandée si et seulement si : 1000 a + 2¢ = 1999.
Cette égalité n’est pas possible car 1000 a + 2c¢ est pair alors que 1999 est impair.

Essayons d’autres dénominateurs dont le produit est 2000, et pour cela, écrivons d’abord tous les produits
de deux entiers différents de 1, égaux a 2000 ; ( 2000 = 2* x 5°).

2000 =2 x 1000 =4 x 500 =5 x 400 = 8 x 250 = 10 x 200 = 16 x 125 =20 x 100 = 25 x 80 =40 x 50.
Le premier produit a été étudié ci-dessus et ne donne pas de solution ; pour les mémes raisons, les
produits 4 x 500, 8 x 250, 10 x 200, 20 x 100 et 40 x 50 ne donnent pas de solution ; avecb=5etd =
400, on aurait I’égalité 400a + Sc = 1999, cette égalité n’est pas possible car, 400a + Sc est divisible par 5
alors que 1999 ne I’est pas, pour la méme raison, on rejette le produit 25 x 80.
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Donc b=2*=16etd =5°= 125 ou I’inverse.

On doit maintenant trouver aetc telsque : 125a+ 16 ¢ = 1999, c’estadire : 16 ¢ = 1999 — 125 a.
On essaie les valeurs successives de a: 1,2,3, ...et on regarde si 1999 — 125 a est divisible par 16.
On trouve une seule solutiona =11, c = 39.

11 39 1999
+ 22 =

16 125 2000

Fete des sommes

Voila des égalités fournies par le texte /

4+5+6=7+8
9+10+11+12=13+14+15
On pourrait rajouter 1 + 2 = 3.

Ces égalités sont formées d’entiers successifs et elles ont un entier de plus a gauche qu’a droite.
Peut-on en trouver d’autres ?

Montrons d’abord comment on peut calculer la somme S de p entiers successifs :

S=x+ (x+1)+(x+2)+ +y (lenombre d’entiersest:p = y— x+1)

On a écrit S deux fois en inversant I’ordre des termes :

S= x+ (x+1)+(x+2)+ + (y—-1)+y

S=y +(y-1)+(y-2)+"~ +(x+1)+x

2 S est la somme de p termes tous égaux a (x+y)donc 2S=p x(x+Yy) d’oﬁ:S:w.

Appelons x le premier nombre écrit, p le nombre de termes a gauche du signe « =» avec p = 2.
X +x+1) +x+2)+ + x+p-1) = xX+p) + +xX+p+p-2)
La formule démontrée ci-dessus donne :

2x+2p—1 —(p-1) 2x+:p! 2

En développant et simplifiant, on obtient : x = p*— 2p +1.

On voit que c’est possible avec toute valeur de p supérieure ou égale a 2.

Pourp=2, x=1 1+2=3

Pourp=3, x=4 4+54+6=7+8

Pourp=4, x=9 9+10+11+12=13+14+15
Pourp=5, x=16 164+17+18+19+20=21+22+23+24
Etc...

On peut remarquer que le dernier nombre écrit pour une valeur p est p°— 1, et que le premier nombre écrit
pour la valeur p + 1 est p*

Si maintenant on veut n entiers de plus a gauche qu’a droite :

X +X+D+E+2)+ +x+p-1)=x+p+ +X+p+p-n-1)
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2x+p-—1 2x+3p—-n-—1
_ = —n RSN —
5 (p-mn) 5
En développant et simplifiant, on obtient : 2n x = 2p°— 4np + n*+ n,
n(n+1)

soit encore : nx = p>— 2np +

Pourn =2, 2x=p°—4p+3, on peut trouver x uniquement pour toute valeur de p impaire et supérieure
a 3 par exemple :

p=3, x=0, 0+1+2=3

p=5, x=4, 44+546+7+8=9+10+11

p=7, x=12, 12+13+14+15+16+17+18=19+20+ 21 +22 +23
Etc...

Pourn =3, 3x =p°— 6p + 6, on peut trouver x uniquement pour toute valeur de p multiple de 3 et
supérieure a 4 par exemple :

p=6, x=2, 2+3+4+44+5+6+7=8+9+10

p=9, x=11, 11+12+13+14+15+16+17+18+19=20+21 +22 +23 +24 + 25.

Pourn=4, 4x=p’> -8 p+ 10, p’+ 10 doit donc étre divisible par 4 ; si p est pair, p=2q, p> + 10 =

4q” + 10 et ce nombre n’est jamais divisible par 4 ; si p est impair, p* + 10 est impair donc n’est pas
divisible par 4. Pour n = 4, le probleme n’a pas de solution.

78



TOURNOI

MATHfMATIQUE

: 2001

LIMOUSIN

Les corrigZs LYCfE

Grand Rallye PZdestre du Limousin

Soit n le nombre de concurrents engagés dans une catégorie et soit p le numéro du dossard de
Claude (respectivement Dominique).

Somme des numéros des dossards plus petitsque p: 1 +2+3+ ...+ (p—-1)= p(p2— 2

Somme des numéros des dossards plus grandsquep: (p+1)+(p+2)+......... +n c’estadire:
p+1l+n

(n-p)x =—

En écrivant I’égalité et en simplifiant on trouve : p > = @

On obtient les solutions par essais successifs : on donne a n les valeurs 1 , 2, 3, .... et on regarde si

n(n+1 . .
a(nt1 est le carré d’un entier.

Dans la catégorie cadet, il y a moins de 12 engagés, on trouve une solutionn =8 et p = 6.

Dans la catégorie junior, n est plus grand mais inférieur a 100, en continuant a examiner les valeurs
successives de n on trouve une seule autre solution n =49 et p = 35.

Gare "~ I0Zlastique

L’élastique qui enserre les quatre tubes cylindriques de méme rayon r prend la forme de quatre arcs
de cercles séparés par des segments tangents aux disques.

Dans la disposition en « carré », on obtient 4 quarts de cercles et 4 segments dont la longueur est la
distance des centres des disques. La longueur de 1’élastique est donc : 2 wr + 8 1.

Dans la disposition en « parallélogramme », on obtient 2 arcs de cercle correspondant a un angle au
centre de 120 degrés, 2 arcs de cercle correspondant a un angle au centre de 60 degrés soit un

total de 360 degrés et 4 segments de longueur 2 r comme précédemment. La longueur totale est la
meéme.
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Quand on passe de la premiere a la deuxieéme disposition, la longueur de 1’€élastique reste constante :
on obtient 2 arcs de cercle correspondant a un angle au centre de a°, 2 arcs avec un angle au centre
de 180° — a° et toujours 4 segments de longueur 2r.

e
a

Serrez les rangd

CarrZ de 22 cm de c™tZ

Il est facile de placer 121 pieces de rayon 1 cm en faisant 11 rangées de 11 pieces (dessin 1).

/

E
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T
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>

C LY VY

i
gus

Mais on peut faire mieux en « tassant » ; on place alternativement une rangée de 11 pieces, puis une
rangée de 10 picces, ...(dessin 2).
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V3

Pour chaque nouvelle rangée, la hauteur augmente de +/3 ; si on a placé n rangées la hauteur
atteinte est: 2+ (n— 1 )+/3 .
Onveut:2+(n—1)+/3=22c’estadiren = 12.

Pour n = 12 la hauteur atteinte est : (2 + 11 +/3) soit environ 21,05 cm, on a terminé par une
rangée courte et on ne peut pas mettre ainsi une rangée supplémentaire.
On a placé 6 x 11 + 6 x10 pieces, soit 126 pieces

Si on remplace la derniére rangée courte par une longue, la hauteur augmente de 2 — /3 et si on
remplace 1’avant derniére rangée courte par une rangée longue, la hauteur augmente encore de 2 x (

2 — /3 );onaatteint une hauteur de (2 + 11 v/3) + (2 — +/3) + 2 x (2 = /3 ) soit environ 21,85
cm et on ne peut pas faire mieux ; on a placé 8 rangées de 11 pieces et 4 rangées de 10 pieces, on a
donc placé 128 pieces

GZnZralisation: Rectangle de 2a cm sur 2b cm

On place alternativement n rangées de b et b—1 pieces de sorte que la hauteur H atteinte soit la plus
grande possible mais inférieure a 2a.

H=2+n-1)v3 et H=2a

Hauteur encore disponible:h=2a-H=2a-2—-(n-1) V3

On calcule h / (2 — /3 ) pour savoir combien de rangées courtes peuvent étre remplacées par une
longue.

Rectangk de 26 cm sur 28 cma=13,b =14

On obtient : n < 14 ; pour n = 14, on a 7 rangées longues et 7 courtes, la derniere est courte. h = 24
—13 43 ;h/(2-+3)=55;0n peut remplacer 3 rangées courtes ( dont la derniére ) par 3 rangées
longues ; on a alors (7 + 3 ) rangées de 14 pieces et ( 7 — 3 ) rangées de 13 pieces. On a placé 10 x
14 + 4 x 13 =192 pisces

Rectangle de 26 cm sur 28 cmma = 14, b = 13
On obtient : n < 16 ; pour n = 16, on a 8 rangées longues et 8 courtes.

h=26-15 43 ;h/(2—J§): 0,07 ; on peut rien faire de mieux . On a placé
8 x 13 + 8 x 12 =200 pieces
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Rectangle de 80 cm sur 88 ca =44, b =40

On obtient : n < 50 ; pour n = 50, on a 25 rangées longues et 25 courtes.

h=86-49 +/3 ;h/(2-+/3)=421;0n peut remplacer 2 rangées courtes par 2 rangées longues ;
on a alors ( 25 + 2 ) rangées de 40 pieces et ( 25 — 2 ) rangées de 39 pieces. On a placé 27 x 40 423
x 39 = 1977 pieces

Rectangle de 80 cm sur 88 cma =40, b =44

On obtient : n <46 ; pour n = 46, on a 23 rangées longues et 23 courtes.

h=78-45 3 ;:h/ (2- J§) =0,21 ; on ne peut rien faire de mieux ; on a alors 23 rangées de 44
picces et 23 rangées de 43 picces.

On a placé 23 x 44 +23 x 43 = 2001 pieces

Piles dOassiettes

Notons a, b, c, les nombres d’assiettes dans les trois piles, avec a<b < c.
Ona:b=sc-leta<b-1donc:asc-2.
Donc:a+b+c=(c-2)+(c—-1)+c,c’estadire: 2001 =3c-3

On en déduit : c= 668

On réalise ce minimum en prenant a = 666, b = 667, ¢ = 668.

Avec 5 piles d’effectifs a,b,c,d,eeta<b<c<d<e,ona:

a+b+c+d+e =s(e—-4)+(e-3)+(e-2)+(e—-1)+e

2001 =5e—-10,donc:e=2011/5, e=402,2 donc : e= 403

D’autre part,a+b+c+d+e <(d-3)+(d-2)+(d-1)+d+e
d’ou:2001 =4 (d+e)-6-3e,d’ou:4(d+e)=2007+3e=2007+ 1209
on en déduit : d + e= 804

Réalisation : a =398,b =399, c =400,d =401, e =403

Avec N assiettes réparties en 5 piles, on montre comme précédemment
N=5e-10,s0ite=2+N/5 et4(d+e)=N+6+3e;posonsN=5q+ravecO0=r=<4

r 0 1 2 3 4
e= q+2 q+3 q+3 q+3 q+3
d+e= 2q+3 2q+4 2q+5 2q+5 2q+5

On a maintenant N assiettes réparties en n piles d’effectifs strictement croissants x,, X,, ....X,, on
réunit les p plus gros tas.

Posonsy,=x,—iona:y, <y, =....... <Yy,

Soit N>=N-(142+....4n)etN° =nq+ravecO=sr=n-1

Le minimum de la somme des y; associés aux p plus gros tas est obtenu pour la suite :
q.9,9...9,q+1,q+1...... q+1 (rfoisq+ 1) et vaut : min (r,p) +qxp

Le minimum de la somme des effectifs des p plus gros tas est donc :

n+n! p+1

min (r,p)+qgxp+px >
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ABC estun triangle isocele de cotés 13, 13 et 10 cm (en grisé sur la figure ) ; I est le milieu de
[BC], le théoréme de Pythagore, appliqué au triangle ABI, donne : AB *= AI >+ IB °, on en déduit
Al*=13%-5%=144 =12 *donc Al = 12. Le triangle ABC a pour aire 60 cm’

On veut construire un autre triangle isocele, de méme aire, non superposable au précédent, dont
deux c6tés ont pour longueur 13 cm.

A-t-on d'autres possibilités ?

Par exemple, en prenant le symétrique D de B

par rapport a A ; le triangle ACD est tel que

AD=AC=13 cm, CD=2 Al=24cm ; ACD

est formé de deux triangles isométriques a AIC,

il a la méme aire que ABC.

Autre construction, on prend le symétrique E de
P A par rapport a I, le triangle ACE vérifie les

conditions demandées.

Les deux triangles construits ont pour cotés 13,

13 et 24 cm.

Soit un triangle isocele MNP de c6tés MN = MP = 13cm, NP = 2x cm, soit J le milieu de NP,

MJ’=h?=13%-x".

L'aire de ce triangle vaut : %x 2x xh= %x 2x x Y13 ! x?

MNP a pour aire 60 cm” si et seulement si : 3600 = x > (13 *—x *) c'est a dire :
x*- 169 x? - 3600 =0, ou encore (x*- 25) (x*-144)=0.
Les seules solutions sont x =5, x = 12.
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Plus généralement, étant donné un triangle ABC de c6tés a, b et c, d'angle en A noté a, et un
triangle AB'C de cotés x, b et ¢, d'angle en A noté o', ces triangles ont la méme aire lorsque :

. 1 . < e .
Exbxcxsma:Exbxcxsmoc',c'estadlresma:sma'ouencorea‘:180°—oc(car

sinon, les triangles sont superposables).

Les points B, A et B' sont alors alignés et A est le milieu de [BB'].

Le théoreme de la médiane, appliqué au triangle CBB', donne :
CB*+CB'’=2CA’+(1/2) BB'*,clestadire a’+x°=2b’+(1/2)4c”

d'ot on déduit: x*=2b*+2c*—a’.

Sib?+c?=a’ cestadire sile triangle ABC n'est pas rectangle en A, x est différent de a.

| DominosdominZs

Voici tous les dominos qu’on peut former avec les nombres 0,1 et 2 :
0,0)(0,1)(0,2)(1,1) (1,2) (2,2)

Voici une chaine commengant et finissant par O :
0,0) 0, DA, 1D (1,2) 2,2) (2,0

Dans ces dominos, chaque chiffre figure 4 fois ; a « I’'intérieur » d’une chaine, un chiffre est écrit
deux fois de suite, donc un nombre pair de fois, si une chaine commence par 0, elle doit aussi finir
par 0.

Il nGest pas possible de former une cha’ne commeneant par 0 et finissant par 2.

Voici les dominos qu’on peut former avec les nombres 0, 1,2, et 3 :
0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (1,1 (1,2) (1,3) (2,2) (2,3) (3,3)

Si une chaine commence et finit par 0, il reste trois O a I’intérieur de la chaine, ce n’est pas possible,
comme expliqué ci-dessus.
Il nOest pas possible de former une cha’ne commeneant par O et finissant par O.

Si une chaine commence par O et finit par 3, le méme probleme que précédemment se pose pour le
chiffre 1 par exemple qui figure en tout 5 fois.
Il nOest pas possible de former une cha’ne commeneant par O et finissant par 3.

Un stratégie pour constituer une chaine commengant par O et finissant par O dans le cas d’un jeu de
28 dominos :

On place les nombres de 0 a 6 sur un cercle :

Les dominos de la chaine sont obtenus en prenant
deux nombres successifs sur le cercle, puis de 2 en 2
(traits pleins), puis de 3 en 3 (traits pointillés):
0,1)(1,2)(2,3) (3,4) (4,5) (5,6) (6,0)
0,2)(2,4) (4,6) (6,1)(1,3) (3,5 (5,0)
0,3)(3,6)(6,2)(2,5) (5,1 (1,4) (4,0)

Les dominos écrits sont tous distincts, il y en a 21, il
est facile de compléter en insérant les 7 « doubles ».
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Pour des dominos portant les nombres de 0 a n, chaque nombre est associé a chacun des n autres
nombres donc figure n + 2 fois, en comptant le « double » portant ce nombre.
Si n est impair on ne peut pas constituer une cha’neiligant tous les dominos

Si n est pair, une chaine commencant par 0 doit nécessairement finir par 0.

Ayant constitué une chaine pour la valeur n, pour constituer une chaine pour la valeur n + 2, on doit
ajouter, outre 2 doubles, les dominos :

O,n+1),0,n+2)(n+1,n+2)

(I,n+1),2,n+1),(1,n+2),2,n+2),

B,n+1),@4,n+1),3,n+2),4,n+2),

(n-1,n+1),(n,n+1),(n-1,n+2),(n,n+2)

Avec le premier groupe de 3 dominos puis avec chaque groupe de 4 dominos qui suivent, on peut
constituer des mini-chaines commencant et finissant respectivement par 0, 1, 3, ....n— 1 ; il est alors
facile d’intercaler ces mini-chaines dans la chaine associée a la valeur n.

Partant d’une chaine pour n = 2, on peut, de proche en proche, constituer des chaines pour
n’importe quelle valeur paire de n.

Voici une autre méthode pour les dominos portant les nombres de 0 a 6 :

00 —@©,1) ©2) — ©3) 04 —@©05 (©0) Cette méthode peut se
‘ généraliser et permet de
(1,1)—1,2) (1,3)—(14) (1,5— (1,6 passer d’une chaine,
| pour des  dominos
22) 23)—24) (2,5)—(2.,6) portant les nombres de 0
| | a n, 2 une chalne, pour
(33)—(3.4) (3,5)— (3.,6) des dominos portant les

‘ nombres de 0 a n+2.

4.4) (4,5)—(4,6)

(55— G506

(6,6

[ MZmoiresvives
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Dans chaque partie du jeu, le vainqueur gagne a points (a entier positif) et son adversaire perd b
points ( b entier positif ). Désignons par x le nombre de parties gagnées par Rémi et donc perdues
par Marcel, et par y le nombre de parties perdues par Rémi et donc gagnées par Marcel.

Rémi obtient (ax—b y ) points et Marcel obtient (ay — b x ) points. On sait que Rémi a battu
Marcel par 10 points contre 3donc:ax—-by=10etay—-bx =3.

En additionnant et en retranchant ces deux égalités, on obtient :
(a=b)(x+y)=13et(a+b)(x-y)=7.

(a+b) est un diviseur positif de 7 et (a—b) est un diviseur positif de 13 car x +y est positif ;
(a+Db) estdoncégalalou7et(a—b)estégalaloul3;

de plus (a+ b)est supérieur strictement a (a— b) ; donc (a+b) =7 et (a-b)=1;2a=8 et
2b=6;a=4etb=23.

Poura=4et b=3,onobtient (x+y)=13et(x-y) =1,x=Tety=6.

Rémi a gagné 7 parties et perdu 6 parties.

A chaque partie, on peut gagner 4 points ou perdre 3 points.

| Bandes originales

Notons x et y les largeurs des deux bandes de papier (x et y sont des nombres entiers différents ).
Lorsqu'on croise perpendiculairement ces bandes de papier, en les posant sur une table,

la partie commune est un rectangle de cotés x et y ; l'aire en cm’ est donc x y et le périmetre en cm
est 2(x + y) et on constate que X y = 2(x +y), égalité qu'on peut écrire sous la forme :
x-2)(y-2)=4=x=3,y=6..

Les largeurs des deux bandes en cm sont donc 3 et 6.

Reprenons le probléme en croisant les deux bandes d'une autre fagon.
Désignons par a l'un des angles formés par deux bords des bandes de papier. La partie commune est

X
un parallélogramme de cotés ———et

— ; I'égalité de l'aire et du périmetre se traduit par : 2
Sina sina

X y
—+— =X X — soit, en simplifiant, 2 ( X + y ) = X y ; on retrouve la méme équation que
(Slna sma) sina P ( y) 4 q q

dans le cas précédent.
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| X face” 10 ] =» secondes, premieres et terminales

Si x = 2, la personne portant le numéro 2 est en face de la personne portant le numéro 10 ; entre ces
deux personnes il y a, de part et d’autre, 7 personnes, donc au total 7 + 7 + 2 personnes soit 16
personnes en tout.

Si x =25, la personne portant le numéro 25 est en face de la personne portant le numéro 10 ; entre
ces deux personnes il y a, de part et d’autre, 14 personnes, donc au total 14 + 14 + 2 personnes soit
30 personnes en tout.

Si x < 10, la personne portant le numéro x est en face de la personne portant le numéro 10 ; entre
ces deux personnes il y a, de part et d’autre, 10 — x - 1 personnes,donc autotal 2 (10 —x—-1) +2
personnes soit 20 — 2 x personnes en tout ; et de plus 20 — 2 x = 10 car le nombre n de personnes
est supérieur ou égal a 10. On adonc x < 5.

Si x > 10, la personne portant le numéro x est en face de la personne portant le numéro 10 ; entre
ces deux personnes il y a, de part et d’autre, x — 10 — 1 personnes, donc au total 2 (x —10-1) + 2
personnes soit 2 x — 20 personnes en tout ; et de plus 2 x — 20 = x car le nombre n de personnes est
supérieur ou égal a x. On a donc x = 20.

On peut remplacer x par tout entier non nul tel que x < 5 ou x = 20.

| PlusoumoinscarrZ | = secondes, premisres et terminales

Il est facile de vérifier que 1 *—2°+3°-4°+5°+6>~7>=2etque 1 °~2°-3°+4°=4
Onaaussi1’+2%=5et1°-2°+3%=6et1°-2+3°+4°+5°-67=11

On cherche a écrire 2003 en partant de 1 > et en ajoutant ou retranchant les carrés d’entiers
consécutifs et ceci avec le minimum de carrés.

On peut remarquer que si dans la somme 1 *+2 %+ 32+ ... + n?, on remplace certains signes « + »
par des signes « — », on obtient un nombre inférieur. De plus, 1 >+ 2%+ 3 *+ ... + 17 * = 1785 donc
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2003 s’écrit avec plus de 17 carrés ; on a aussi 1 >+ 2 >+ 3 >+ ... + 18 > = 2109, on cherche donc si
2003 peut s’obtenir en remplacant dans cette derniére somme certains signe « + » par des signes
L=,

Si on remplace 2 > par — 2 > et 7 * par -7 > la somme diminue de 2 x 4 +2 x 49 = 106 ;

or 2109 — 106 = 2003

Donc 2003 = 1= 2°+ 3+ 4+ 5°+ 6= 7°+ 8+ 9 +10° + 1 I’ +12° +13* +14° +15°+16 +17>+18".

On montre en développant que : x*— (x +1 )*— (x + 2)*+ (x + 3)*= 4 pour x entier quelconque.

Donc si n peut s’écrire avec k carrés, le dernier carré écrit est k 2 n+4 peut alors s’écrire :
n+4=n+ k+1)>— (k+2)*— (k+3)*+ (k+4)*, il est écrit avec k + 4 carrés.

4 s’écrit avec 4 carrés donc 8 peut s’écrire avec 8 carrés ; 5 s’écrit avec 2 carrés donc 9 peut s’écrire
avec 6 carrés ; 6 s’écrit avec 3 carrés donc 10 peut s’écrire avec 7 carrés.

Si n est I’un des nombres 8,9, 10, 11 alors n peut s’écrire avec au maximum n carrés. En ajoutant
4 éventuellement plusieurs fois a ces entiers, on peut obtenir tout autre entier supérieur, et d’apres
ce qui précede, tout entier n ( n> 7 ) peut s’écrire avec au maximum n carrés.

[ 11 faut savoir partager | = secondes, premisres et terminales

1) Partages de polygones réguliers en quadrilatéres superposables par glissement.

e

n=5 n=6

Pour un polygone régulier a n cotés (n = 3), on construit un partage en n quadrilateres superposables
sans retournement en joignant le centre au milieu de chacun des cOtés.
Si n est pair (n = 6), on construit un partage en n / 2 quadrilatéres superposables en joignant le

T @

centre a un coté sur deux.
2) Partages de polygones réguliers en un nombre minimum de quadrilateres.

On peut partager un triangle équilatéral en 3 quadrilateres convexes et on ne peut faire mieux .
On peut partager un pentagone régulier et un hexagone régulier en 2 quadrilateres convexes.
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n=3 n=5 n=6

Si un polygone régulier a n cOtés est partagé en k quadrilateres convexes, on a nécessairement
n =<4 +2 x (k-1) (car au maximum 4 c6tés pour le premier quadrilatére et 3-1=2 de plus pour chaque
nouveau quadrilatere). On en déduit k = (n-2) / 2.

Sin=2xpetn=4,k=(n-2)/2=p-1 convient (p-1 quadrilateres « consécutifs »). Exemple n = 10
Sin=2xp+letn=5,k=(n-1) /2 = p convient (p-2 quadrilateres « consécutifs », le pentagone qui
termine étant partagé en 2). Exemple n = 11

Le nombre minimum de quadrilatéres convexes permettant de partager un polygone régulier a n
cotés estdonc:3sin=3,(n-2)/2sinestpairetn =4 ,(n-1)/2sinestimpairetn =5.

n=10 n=11

| CachezcecarrZ que je ne sauraisvoir =>» premisres et terminales

Quel est le plus grand carré que nous pouvons cacher avec une plaque en forme de triangle
équilatéral de coté 1 dm ?
On peut penser a la configuration suivante ou le carré a ses quatre sommets sur les cotés du triangle.

A Si on appelle c le c6té du carré, on a :
BQ=RC= i,donc:
Q=RC=
2c
P S c+ —==1

V3

d’ot on déduit c =2 /3- 3 soit ¢ =0, 464

dm.

B Q R C

Peut-on cacher un carré plus grand en plagant seulement trois sommets du carré sur les c6tés du
triangle ?

. , T ! T
Soit a I’angle RQC ES as 3 (Pour a= 5

|
oua=—,on est ramené au cas précédent ).
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BQ+ CQ =1 donc

x(sin(!—+a)+sin(2Tn—a)):1

sin(-)
3
. o Lo . A~ .. PtQ p!q
On montre en trigonométrie que : sin p + sin q = 2 sin — X COS 5
. ! . 2n .5 T
donc sin( —+a)+sin( =—-a) =2sin — xcos (a- —).
6 3 12 4
. ! .. ! !
¢ est maximum quand cos (a- — ) est minimum ; or — — <a- T<_ etcos (a- E) est
4 12 4 12 4
. ! ! ! , N !
minimum quand (a— —)=— — ou(a— E): ~_Cestadirra= — oua= ~.
4 12 4 12 6 3

Dans le cas ou trois au moins des sommets du carré sont sur les cotés du triangle, c’est la premiere
configuration qui donne le plus grand carré.

Si au plus deux sommets du carré sont sur les cotés du triangle, on peut agrandir le c6té du carré en
le faisant tourner pour rester dans le triangle.

La solution signalée au début est donc la meilleure.

Avec deux plaques, si on dispose les plaques en losange, on peut envisager plusieurs
configurations :

A

\P )
B AB:—C donc—C +c+—C :I;C:—3 ﬁ;
23 243 243 2
c=0,634 dm
A
P AN —N&KAan~rn— A oNn&.
I
£ =1-cdoncc= 3—‘/5 ; on trouve comme
S g 2

dans la premiere configuration
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On peut améliorer encore en faisant « glisser » un triangle :

Avec trois plaques

A

B C

Qui dit mieux ?

PB =2 doncPA=1- - etPA=CR

V3 V3
c c
BQ=—=doncQC=1- —
Q= doneQ 7
2c
C+CR:cd0ncl—i+1——:c;
Q NI

c=+3-1;c=0,732; encore mieux !

Cette disposition des plaques permet de cacher un carré
dont le c6té a méme mesure que la hauteur du triangle

V3

équilatéral, ce qui donne ¢ = -

c=0,866
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Les corrigZs LYCfE

| Le dessouslescartes | & secondes, premieres et terminales

En faisant les produits de trois nombres distincts pris parmi 2, 3,4, 5, 6,7, 8, on trouve trois
résultats qui sont des carrés d’entiers :

2x3x6=36; 2x4x8=64; 3x6x8=144.

Sébastien, qui ne voit pas sa carte, sait que le produit des trois nombres est un carré ; il voit les
cartes de Marius et d’Agnes.

SZbastien voit les cartes de Marius et Agn il en d!duit que sa

carte est

2et3 6

2et4d 8

2et6 3

2et8 4

3etbh soit le 2 soit le 8

3et8 6

4et8 2

6et8 3

Si les cartes tirées sont 2, 3, 6 ou 3, 6, 8 il y en a toujours un qui ne peut pas répondre : celui qui
voit 3 et 6. Si les cartes tirées sont 2, 4 et 8, tous les trois peuvent répondre.

| Tout juste E la moyenne] = secondes, premieres et terminales

Avec les chiffres 4,2 et 1 on peut former 6 nombres de 3 chiffres :
421,412,241, 214, 142, 124. leur moyenne est 259.
Alice a écrit un nombre « abc » ou a, b, ¢ sont distincts et non nul.
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Les nombres obtenus en permutant les chiffres sont abc, acb, bac, bca, cab, cba, qui valent
respectivement : 100a + 10b + ¢, 100a + 10c + b, 100b + 10a + ¢, 100b + 10c + a, 100c + 10a + b,
100c + 10b + a .

Leur somme est : 100(2 a+2b+2c) + 10(2a+2b+2c)+ (2a+2b+2c) = 111(2a+2b+2c).

Leur moyenne est : 37(a+b+c).

On veut I’égalité : 100a + 10b + ¢ = 37(a+b+c).

On peut chercher parmi les nombres 37 x k ceux qui ont trois chiffres distincts et non nuls et dont la
somme des chiffres est k.

On trouve : 37x13 =481, 37 x14 =518, 37x16 =592, 37 x 17 = 629

On peut aussi simplifier I’égalité 100a + 10b + ¢ = 37(a+b+c), on obtient : 7a= 3b + 4c

On cherche alors les valeurs de 3b + 4c qui sont multiples de 7 pour les différentes valeurs
distinctes et non nulles de b et c.

De plus 3b + 4c¢ étant multiple de 7, 3b — 3c est multiple de 7.

7 divise 3(b —c) et 7 et 3 sont premiers entre eux donc 7 divise (b—c) ; de plus, Il =b =<9 et
l=c=9onendéduit—8<b-c=8doncb-c=-70ub-c=7(b-cestnonnul).
Pourb-c=-7,b=1,c=8,a=50ub=2,c=9,a=6

Pourb-c= 7,b=8,c=1,a=40ub=9,c=2,a=>5.

Les solutions sont donc : 528, 629, 481, 592.

| Passepartout E | = secondes, premieres et terminales

Pour un quadrillage 3*6, les 4 points situés a I’intérieur de la grille sont atteints 2 par 2 soit « par

S E Al 2

en haut », soit « par en bas », on obtient 4 possibilités :

Dans chacun des cas ’aire est de 8 carreaux, le périmetre 18 unités.

Le dessin ne peut pas €tre réalisé pour un quadrillage 3*5 car il y a 5 points a I’intérieur et ils ne
peuvent étre atteints que 2 par 2.

Plus généralement, pour un quadrillage 3*n, le dessin n’est pas possible pour n impair.

Si n est pair n = 2p, chacun des p-1 groupes de 2 points intérieurs peut tre atteint de 2 fagons, il y a
donc 2 *' dessins possibles.

Pour un quadrillage 4*4 on obtient 6 configurations d’aire 7 et de périmetre 16:

EIEEIERER=]

Pour un quadrillage 4*5, cinq configurations d’aire 9 et de périmetre 20 et celles qui s’en
déduisent par des symétries (14 au total).
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Pour un quadrillage a*b points:

Le dessin n’est possible que si le nombre de points intérieurs est pair c’est a dire (a-2)(b-2) pair, soit
encore a ou b pair.

Partant d’un point du quadrillage, un segment de longueur 1 est tracé a chaque fois qu’on atteint un
nouveau point et un dernier segment est tracé pour revenir au point de départ ; il y a donc autant de
segments de longueur 1 que de points dans le quadrillage. Le périmetre est donc ab.

L’aire totale du quadrillages est (a-1)(b-1). Chaque paire de points intérieurs atteints réduit cette
aire de 1 unité. Le nombre de points intérieurs est (a-2)(b-2) ce qui fait (a-2)(b-2)/2 paires.

L’aire intérieure est donc : (a-1)(b-1) - (a-2)(b-2)/2 = ab/2 — 1.

Autre solution :

Un polygone est un assemblage de carrés de coté 1; si son aire est A, on 1'obtient a partir d'un carré
initial en ajoutant A - 1 carrés de fagon a conserver a chaque étape un polygone sans point intérieur
et n'entourant pas de zone vide.

Chaque carré ajouté fait augmenter l'aire de 1 et le périmetre de 2 : en effet, si le carré ajouté avait 2
ou 3 cOtés communs avec le polygone déja construit, cela ferait apparaitre soit un point a l'intérieur
du polygone, soit une zone vide entourée par le polygone.

1 Ajouter un carré en (1) fait apparaitre A a
I’intérieur.

B Ajouter un carré en (3) crée une zone vide

3 2 entourée par le polygone.

C Ajouter un carré en (2) fait apparaitre B et C a
I’intérieur.

On en déduit le périmetre P=4 +2 x (A-1)dou A=P/2- 1.
Remarque: c'est la formule de Pick (A=I+P/2-1) avec P points sur le bord du polygone et I =0
points a l'intérieur.

| Le bontuyau | =» premieres etterminales

Ce dessin représente une coupe du tuyau. Le cercle de centre O a pour diametre 12 cm.
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Pour les deux premiers cables, on obtient, en coupe, les cercles de centres A et B qui sont de rayon
3 cm, c’est le maximum ; ces cercles passent par O et sont tangents au cercle de centre O.

On obtient ensuite le cercle de centre C et son symétrique par rapport a (AB) ; le rayon r est
maximum quand ces cercles sont tangents aux cercles de centres O, A et B.

Le point C est sur la médiatrice de [AB] et d’apres le théoréme de Pythagore : AC> = AO* + OC?
(3 +1)* =37+ (6-r) > soit en développant r = 2.

Pour les derniers céables on obtient 4 cercles de rayon maximum.

Soit D le point tel que OBDC soit un rectangle, montrons qu’un des cercles cherchés a pour centre
D. (CD) coupe le cercle de centre C en K, (BD) coupe le cercle de centre B en L et (OD) coupe le
cercle de centre O en M

DK=DC-2=1et DL=DB-3=1

OD? = OB* + BD* donc OD =5 donc DM =OM -0OD =1

Le cercle de centre D et de rayon 1 est tangent aux cercles de centres O, B et C, son rayon est donc

maximum.
Autre méthode de recherche du centre et du rayon : dans un repere d’origine O soit :

Dx;y) B(@3;0) C(0;4)etrlerayon du cercle cherché.

Les conditions pour que le cercle soit tangent aux cercles de centres O, B et C sont :
OD=6-r;BD=3+r;CD=2+r
x24yi=(6-17;x=3)*+y’ =G+ ;x’+(y-4) > =Q2+1)?

En substituant la premiere égalité dans les deux autres on obtient :

Xx=6-3rety=6-2reten reportant dans la premi¢re : 1> —4r+3=0d’our=1.
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Entiers symZtriques

La plus petite somme respectant la définition est : 1+2+1=4

Si une suite contient plus de 3 termes elle commence par (1,2 ) et finit par (2,1), on doit
nécessairement intercaler au moins un terme entre les deux 2, on obtient la suite (1,2,1,2,1) de
somme 7 et la suite (1,2,3,2,1) de somme 9.

La suite (1,2,1,2,1,2,1) a pour somme 10.

Les entiers symZtriques infZrieurs ou Zgaux ~ 10 sont, 7, 9, 10.

Si un entier n est symétrique il est la somme des termes d’une suite (1,2 ....,2,1) ; en placant (1,2 )
devant cette suite et (2, 1) derriere, la somme est un nouvel entier symétrique égal a n+6.

Plus généralement si n est symétrique, n + 6 k est symétrique ; voyons si 2005 peut s’écrire n + 6 k
avec n symétrique.

Or 2005 =1 + 6 x 334, mais 1 n’entre pas dans la définition d’un entier symétrique ; on a aussi
2005 = 7 + 6 x 333 et 7 est symétrique donc 2005 est symZtrique

Les entiers 4,7, 9, 10 étant symétriques 10, 13, 15, 16, sont symétriques ; 14 est symétrique
(exemple du texte)

Plagons les entiers dans un tableau a 6 colonnes ; si un entier est symétrique tous les entiers situés
sur la méme colonne et en dessous sont symétriques.

En italique les entiers non symétriques, en gras les entiers symétriques.

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36

Il reste a examiner les entiers des deux dernieres colonnes, 5 et 6 ne sont pas symétriques.

96



11 et 12 sont-ils symétriques ?

11 =142+.....42+1 que mettre au milieu pour obtenir 5 ou 6 ?

(3) (323) (121) (12121) aucune de ces suites ne convient, d’autres suites donneraient des nombres
trop grands, 11 et 12 ne sont pas symZtriques.

142+43+2+142+3+2+1=17, 17 est symZtrique.

18 est-il symétrique ? 18 = 142+ X 4+2+1 avec X= 12 et X commence par 1 ou 3
X commence par 1 n’est pas possible car 12 n’est pas symétrique

X commence par 3 : 18 =14+2+3+Y+3+2+1 avec Y =6 et Y commence par 2
Y=2+3+2 ou Y =2+1+42, ces valeurs ne conviennent pas.

18 nOest pas sym#iue.

142+43+2+342+3+2+3+2+1=24 donc 24 est symZtrique

1 2 3 4 5 6
7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36
E E E E E E

Liste des entiers non symZtriquesi, 2,3, 5, 6, 8, 11, 12, 18.

Lignes magiques

Deux exemples pour que la somme des nombres situés sur une méme ligne soit égale a 20 :

7 6 1 4
\ \
8 8
I\ I\
4 —5 —2 —9 6 —5 —2 —7
/ \ / \
1 3 3 9

La somme des nombres de 1 a 9 est 45 ; soit C la somme des nombres situés au centre et L la
somme des nombres de chaque ligne,ona:3L =45+ C.

On peut alors remarquer que C est divisible par 3.

L est la plus petite possible quand C est le plus petit possible, c’est a dire C=1+ 2+ 3, on a alors 3
L=51douL=17

Cherchons une disposition pour cette valeur.
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Remarquons qu’on peut échanger aetf,b et e, c et d , on ne restreint pas le probleme en prenant
a<f,b<e,c<d.

a+1+3+f=c+2+3+d=e+2+1+4+b=17
a+f=13;c+d=12;e+b=14

Avec deux nombres de la liste 4, 5, 6,7, 8,9, formons les sommes égales a 12 ou 13 ou 14
c+d=4+8ouc+d=5+7

a+f=4+9oua+f=5+8oua+f=6+7

b+e=5+9oub+e=6+8

Avecc=4etd=28,0n anécessairementa=6,f=7,e=9etb =25 car les nombres doivent étre tous
distincts.

Avecc=5etd="7,0n anécessairementa=4,f=9,b=06ete=28. On obtient les deux solutions
suivantes :

6 5 4 6
\ \
1 1
I\ I\
4 —2 —3 —38 5—2 —3 —7
/ \ / \
9 7 8 9

L est la plus grande possible quand C est le plus grand possible, c’est a dire C =7 + 8 + 9, on a alors
3L=69douL =23
Cherchons une disposition pour cette valeur.

a b
\ /
7
[\
c—8 —9 —d
/ \
e f

Comme précédemment on prendra a<f, b<e, c<d.

a+74+9+f=c+8+9+d=e+8+7+b=23
a+f=7;c+d=6;b+e=8
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Avec deux nombres distincts de la liste 1,2, 3,4,5, 6, formons les sommes égales a 6 ou 7 ou 8
c+d=1+5ouc+d=2+4

a+f=1+6oua+f=2+5oua+f=3+4

b+e=2+6oub+e=3+5

Avecc=1etd=5,0nanécessairementa=3,f=4,b=2ete=6
Avecc=2etd=4,0nanécessairementa=1,f=6,b =23 ete =5 On obtient les deux solutions
suivantes :
3 2 1 3
\ / \ /
7 7
[\ [\
1—8 —9 —5 2—8 —9 —1
/ \ / \
6 4 5 6

Remarque : Pour toute configuration donnant des lignes magiques, si on remplace chaque nombre x
par 10 — x, on obtient une autre solution. Une solution avec L minimum donne une solution avec L
maximum.

Quadrillages

B1 E1 B2 E2 B3
B C

A3

H2

A2

H1

Al

AN XN N U
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Une rotation d’angle droit centrée au centre du carré ABCD transforme (CA,) en (DB,), ces droites
sont donc perpendiculaires. Les droites construites forment deux réseaux de droites paralleles et
chaque droite de I'un des réseaux est perpendiculaire a chaque droite de 1’autre.

D’autre part, les segments [AA,], [A,A,], [A,A;] et [A;B] ont méme longueur, leurs projetés
orthogonaux sur [DB,] ont donc méme longueur, de méme pour les projetés de [BB,], [B,B,],
[B,B;] et [B;C] sur [CA,]. Les intersections des droites construites déterminent donc des petits
carrés.

On compte sur le dessin 13 carrés entierement tracés a I’intérieur de ABCD.

Les paralleles a (CA)) passant par A, et A, coupent [BC] en E, et E.
[BC] est coupé en quatre avec B, B,, B; et est coupé en trois avec E, et E, et ces points sont tous
distincts.

Ces 5 points sur [BC] déterminent 6 segments qui correspondent chacun a un « carré coupé » ;
dans une rotation d’angle droit de centre B, I'image d’un « carré coupé » par [BC] vient compléter
un « carré coupé » par [AB] ; on obtient ainsi 6 carrés et 6 autres carrés en utilisant une rotation de
centre D.

L’aire de ABCD est donc égale a la somme des aires de 25 petits carrés. Chaque petit carré a pour
aire 1/25.

Généralisation

Coupons maintenant les c6tés du carré ABCD en n segments égaux. Sur [BC] on place (n-1) points
pour le découpage puis (n-2) points quand on trace les paralleles a (CA,) ; (n-1) et (n-2) n’ayant pas
de diviseur commun ces points sont tous distincts et [BC] est découpé en (2n-2) segments. En
raisonnant comme précédemment, on obtient 2x(2n-2) carrés coupés.

Désignons par a le coté d’un carré et par x ’angle BCA,.

Cos x =a/(l/n) =naettan x =BA,/BC = [(n-1)/n]/1= (n-1)/n.

De I’égalité 1 + tan” x = 1/ cos” x ,on déduit n* + (n-1)* = 1/a*.

Il y a donc n’ + (n-1)* carrés en tout avec (4n-4) carrés coupés.

Le nombre de petits carrés entierement tracés a I’intérieur du carré ABCD est donc :
n* + (n-1)> — (4n-4) = n* — 4n + 4 +(n-1)* = (n-2)* + (n-1)*

On peut dénombrer d’une autre facon les carrés enticrement dessinés :

La bande délimitée par (A,C) et sa parallele passant par A est coupée par 2(n-1) droites pour former
(2n-3) carrés.

(2n-3) + (2n-5) + ...+ 3 + 1 carrés sont au dessous de (A,C) et (2n-5) + ....+ 3 + 1 carrés sont au
dessus .

Or 1+3+....+(2p-1) = p* et ici p = n-1 pour la premiére somme et p = n-2 pour la deuxiéme.

On retrouve (n-1)* + (n-2)* carrés entierement dessinés.
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Jean Centaire

A I B
G
J
C
D

Les triangles BJG et BJA ont méme hauteur issue de B et JG = JA / 3 car G est le centre de gravité
du triangle BCA. Donc, aire (BJG ) = aire (BJA) / 3

Les triangles BJA et BCA ont méme hauteur issue de Aet BI=BC /2.
Donc, aire (BJA ) = aire (BAC) / 2.

Aire (BAC) = aire (ABCD) / 2.

En conclusion, aire (BJG) = aire (ABCD) / 12.

La parcelle de Jean est le quadrilatere IBJG dont I’aire est le double de celle du triangle BJG.
La parcelle de Jean a pour aire : aire (ABCD) / 6 ; les enfants de la famille Centaire ayant des

parcelles de méme aire, il y a 6 enfants.
AC=ABx 2 ;AJ>=AB2+BJ>=5xAB?/4;AJ=ABx 5 /2;GI=ABx /5 /6;
Périmetre de la parcelle de Jean : AB x JE /I3+AB=AB(1+ JE /3).

Pour terminer le partage, on peut constituer 3 autres parcelles analogues a celle de Jean et partager
le terrain restant selon un de ses axes de symétrie, par exemple :
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Cing par cing
1
2
3
5 3
4
1 5
412
3
5 3
2 4
1 415
41213 |1
3 2
5 213
2 4
21131415
51412 |13 |1
413 2
5 213
2 4

On peut procéder ainsi :

Dans la premiere ligne, la cinquiéme case ne peut
contenir ni un 1 (1 est déja dans cette ligne), ni un 2 (2
est déja dans cette région) ni un 3 ni un 4 (3 et 4 sont
déja dans cette colonne), elle contient donc un 5.

Dans la deuxiéme colonne il manque les chiffres 2 et 4,
un 2 figure déja en deuxieme ligne, le 2 est donc en
cinquieme ligne et le 4 en deuxieme ligne.

Dans la deuxieme ligne la cinquieme case n’est ni 2 ni 5
déja placés dans la région, ni 3 ni 4 déja placés dans la
colonne, c’est donc un 1.

On peut alors terminer la derniere colonne en placant un
2 et puis compléter la région centrale en plagant un 2
dans la seule place possible.

On complete aussi la région Nord-Est avec 3 et 4

On sait alors compléter la premiere ligne puis la région
Nord-Ouest

102



21131415 On compléte la premiére colonne avec 1 et 3 puis la
514121311 quatrieme ligne

413 2

115 41213 Les quatre cases restantes contiennent toutes 1 ou 5 qu’on
32 4 peut disposer de deux fagons.

Voici les deux solutions du probleme :

W = [
(\SRNG ] NOORIES o
28BS g 1) A%
—IN N Ww |
N IW|N— W
W = (o
Do |OIWw |~
=l E5Y B h%] A°S
NN [ — W |~
N IW|NI— W

Un chemin Zpineux fractal !

A chaque étape le numéro d’un sommet est égal au nombre de segments qui le précedent plus 1.

En passant d’une étape a la suivante on remplace 1 segment par 4 segments donc le nombre total de
segments se trouve multiplié par 4.

A partir de la deuxieme étape, le nombre de segments est un multiple de 4 et, du 1¥ sommet au sommet
central, le nombre de segments est un mutiple de 2 (et méme de 4 a partir de la troisieme étape) ; le
sommet central a donc un numéro impair :

2006 nOest jamais au sommet central.

Etape | Nombre de | Nombre de Nombre de Nombre au sommet | Longueur d’un
segments sommets segments central segment
jusqu’au
sommet
central
1 1 2 10 cm
2 4 5 2 2+1=3 10/3
3 16 =47 17 8 8+1=9 10/3*
4 64 =4’ 65 32 33
5 4*=256 4* +1=257 2 x4 =128 129
6 £=1024 |4 +1=1025 2x4*=512 | 513
7 4°=4096 [4°+1=4097 [2x4°=2048 | 2049 10/3°
n 4! 4"+ 1 2 x 4™ 2x 4"+ 1
=4""+2)/2

103




2006 appara’t ~ la 7sme Ztape.
Le sommet central de cette Ztape est alors 2049.

Pour aller de 1~ 2006, on parcourt 2005 segments de longueur 10£it 27,50 cm environ.

Des carrZs en sommes

Observons les égalités suivantes :

=1

3?2 =2+3+4

5 = 3+4+5+6+7

On remarque que le nombre élevé au carré est impair, qu’il est le nombre central de la somme et
qu’il est aussi le nombre de termes de cette somme ; on remarque aussi que la somme des extrémes
est le double du nombre central.

Décomposons de cette maniére 19°.

La somme a écrire comporte 19 termes, on €crit 9 termes avant 19 et 9 termes apres :

S = (10+11+12413+14+154+16+17+18)+1H(204+21+22+23+24+425+26+27+28)

On vérifie que cette somme est bien égale a 19°.

On le voit facilement en regroupant les termes extrémes :

S = (10+28)+ (11427)+ (12+426)+ (13+25)+ (14+424)+ (15+23)+ (16+22)+ (17+21)+ (18+20)+19
S=2x19 + 2x19 + 2x19 + 2x19 + 2x19 + 2x19 + 2x19 + 2x19+ 2x19+19 S
=19x19

On peut généraliser le résultat et sa justification a tout nombre impair x = 2p + 1
2p+1)’=[ (p+1) + (p+2) + "+ (2p) I+ (2p+1)+[ (2p+2) + ~ + 3p+1) |

o _ X+ X!1
ou Xx = + TR X 4T+
2 2

Les p sommes des termes extrémes sont chacune égale a 4p +2, la somme totale est donc égale a :
p x (4p +2) + 2p+1) = (2p+1)’

Le nombre 2006 intervient dans la décomposition si (p+1) <2006 < (3p+1)
2005/3 < p <2005 or 2005/3 = 668 33...

Le plus petite valeur de p est 669 ; 2p+1 = 1339 ; 3p + 1 = 2008

1339°= 670 + + 1339 + ~ + 2008

Remarque : pour p = 2005, 2006 est le premier terme de la décomposition de 4011.
Est-il possible de décomposer le carré d’un nombre pair en somme de n entiers consécutifs ?

n’= (p+1) + (p+2) + "+ (p +n)

On sait calculer 1a somme de n entiers consécutifs ou on retrouve facilement le résultat en
écrivant n>comme ci-dessus et dans 1’ordre inverse puis on ajoute :

n’= (p+1)+ (p+2) + +(p+n-1)+(p+n)

n’= (p+n) +(p+n-)+ " +(p+2) +(p+1)

2n°=(2p+n+1)xn

2n=(2p+n+1)
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Sin est pair, (2p + n + 1 ) est impair, I’égalité n’est donc pas possible.

L OorZe du bois

En premiere idée on peut tracer un cercle centré en un point du quadrillage et de rayon 50/27 soit
environ 8 m ; on prend les points situés a I’intérieur du cercle, certains méme a 1’extérieur mais tres
proches et on trace le polygone les contenant tous. Si le périmetre dépasse 50, on supprime quelques
points.

Voici le dessin correspondant au plus grand nombre de points trouvés a ce jour : 213

"

13
15
15
17
17
17
17

17
15
14
13
11

213

Calcul du périmetre p pour cette situation :

pP=4+5 +3 2+ 5+4+ 13 +2+5+6+5+22 +5+4+y5+32+45
p vaut environ 49,98594918 m
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[Placez bien vos billes

Le nombre 12 peut de décomposer en somme de quatre entiers distincts de deux

manieres seulement : 12=6+3+2+1et12=5+4+2+1.

On remarque que dans ces décompositions 3 et 6 sont associés, de méme 4 et 5.

La premiere ligne qui contient 6 est donc 6, 1,3,2 ou 6, 1, 2, 3 mais la 611|2
troisieme colonne qui contient 4 ne peut pas contenir 3, la premiere 4
ligne est donc 6, 1,2,3
La deuxieme ligne contient les nombres 1,2,4,5 ; 5 n’est ni dans la 611|2
colonne de 3 ni dans celle de 6, donc 5 est dans la colonne de 1 504
La deuxieme colonne contient les nombres 1, 5,2, 4 et 4 n’est pas sur 611|2
une diagonale qui contient déja un 4, 4 est donc en derniere ligne. 5|4
2
4
On complete la troisieme colonne 2,4, 1,5 car 5 n’est pas sur une 611|2
diagonale qui contient déja un 5. 5|4
211
415
On peut alors compléter la premiere colonne : 3 n’est pas sur les lignes 6|12
qui contiennent déja 4 et 5 et 2 n’est pas sur une diagonale qui contient 2|54
déja un 2. 31211
1145
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On complete facilement la quatrieme colonne.

— WO
A=
N =B
N[N —|W

|Je vous ai apportZ des bonbons

Jacques a 4 répartitions possibles :

Germaine a 6 répartitions possibles :

Il y en a autant que de diviseurs de 10.

111111112
11111122
1111222
112222
2233

334

Jacques et Germaine ont au total 10 répartitions possibles.

Si on veut répartir n bonbons en k sachets de méme contenance ou dont les contenances different de

1:

On divise n par k : n =k q + r avec r inférieur a k
On constitue k sachets de q bonbons, on ajoute 1 bonbons a r sachets, on obtient k — r sachets de q

bonbons et r sachets de q + 1 bonbons.

C’est possible pour toutes les valeurs de k de 1 a n.
Jacques et Germaine ont au total n répartitions possibles.

Germaine et Jacques peuvent avoir le méme nombre de répartitions si le nombre de diviseurs de n

est n/2 ; n est donc nécessairement pair.

On remarque que 2, 4, 6 ne répondent pas a la question.

8 possede 4 diviseurs : 1,2,4, 8.

Répartitions de Jacques pour n = 8

Répartitions de Germaine pour n = 8

L1111,
2,2,2,2

4,4

8

1,1,1,1,1,1,2

12 possede 6 diviseurs : 1,2,3,4,6, 12.

Répartitions de Jacques pour n = 12

Répartitions de Germaine pour n = 12

1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2
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Supposons n> 8 ; 1,2, n/2 et n sont des diviseurs de n, or de 1 a n/2 il y a n/2 nombres.

Les nombres de 1 a n/2 sauf I’un sont donc des diviseurs de n.

n/2 — 1 peut-il étre diviseur de n ? Dans ce cas n = (n/2 — 1 )x k, 2n = (n-2) x k donc (n-2) divise
2n or (n-2) divise 2n-4 donc (n-2) divise 4 et n-2>6, c’est impossible.

Quand n est solution, les diviseurs densont 1,2, ....(n/2-2),n/2,net (n/2-2)>2,

(n/2-2) est donc un diviseur de n, n=(n/2 -2 ) x k, 2n = (n-4) x k donc (n-4) divise 2n or (n-4)
divise 2n-8 donc (n-4) divise 8 et (n-4) > 4 donc (n-4) = 8 donne n = 12

8 et 12 sont bien les seules solutions.

Huit triangles pour un carrZ

Exemples de découpage en 8 triangles
superposables :

E F Supposons le carré de coté 1.Chaque triangle a pour aire 1/8
Aire HGA = 1/2 HG x AG donc AG = 1/4
Aire EBH = 1/2 EH x h ou h est la hauteur issue de B donc
h = 1/4 : B se projette sur HG au quart de HG.

i Il reste a couper EFAB en 6 triangles de méme aire pour un

total de 6/8 or EFA a pour aire :

1/2 x 1 x 3/4 =3/8, EAB a donc aussi pour aire 3/8.

On peut partager AB en trois segments de méme longueur de
méme pour AF pour faire apparaitre 6 triangles de méme
aire.

Ex
emples de découpages en huit triangles de mé€me aire non superposables deux a deux
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Avoir la tete E aux carrZs

Pavages de carrés de cotés 11 et 13

A partir d’un pavage d’un carré de coté

n impair (pour le dessin n=7), on peut

paver les carrés de c6tés n + 6k en

ajoutant sur deux bords 2k carrés de

coté 3 (pour le dessin k=2), le reste est

pavable avec des carrés de coté 2.

On sait paver les carrés de coté pair donc les carrés de cotés 6k, 6k + 2, 6k + 4.

On sait paver les carrés de coté multiple de 3 donc les carrés de cotés 6k +3.

On sait paver les carrés de coté 5 donc les carrés de cotés 6k + 5

On sait paver les carrés de coté 13 donc les carrés de cotés 6k + 1 pour k supérieur ou égal a 2

109



Montrons que ce n’est pas possible pour 7. Sur I'un des c6tés trois cas sont possibles : 542, 34+2+2,
24342.

On rajoute des pavés qui s’imposent :

On ne peut pas

terminer le pavage.

Seuls les carrés de

cOtés 1 et 7 ne sont pas

pavables.
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Mon beau tapis

A carrés de Firsses.
6 bovtens
AL %Ic ors .

Si les dimensions du tapis sont a et b avec a = b, le nombre de carrés de tissu est a x b, le nombre de
fleurs est 2a + 2b, le nombre de boutons est (a-1) x (b-1).

On utilise 24 carrés de tissu et 15 boutons : ab =24 et (a-1)(b-1) =15

On écrit les décompositions de 24 en produits : 24 x 1,12 x 2,8 x 3, 6 x 4.

Parmi les solutions on cherche celles qui vérifient la deuxieme égalité on obtient a=6 et b= 4 ce
qui fait 20 fleurs.

On utilise 2008 carrés de tissu et autant de boutons que 1’on veut, on veut utiliser le plus petit
nombre possible de fleurs de feutrine : a x b = 2008

On écrit les décompositions de 2008 en produits :

a b Fleurs : 2a +2b | Boutons : (a-1)(b-1)
2008 1 4018 0

1004 2 2012 1003

502 4 1012 1503

251 8 518 1750

Le plus petit nombre possible de fleurs de feutrine est 518.
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Si on veut autant de fleurs que de boutons 2a + 2b = (a-1)(b-1) soit en développant :
axb+1-3a -3b=0ouencore (a-3) x (b-3)=38

(a-3)=8et(b-3) =1ou(a-3)=4ect(b-3)=2

Les solutions sontdonca=1letb=4oua=7etb=5.

Autre méthode : On peut poser a=b+ tavec t=0

L’égalité devient : 3b + 3(b+t) = b x (b+ t)+1 ou encore : b> + b (t-6) +1-3t = 0.

Le discriminant de cette équation du second degré d’inconnue b est (t-6) *- 4(1-3t) = t*+ 32

b, t étant des entiers, t* + 32 doit étre un carré ; posons t*+ 32 =u”> on obtient (u-t)(u+t )= 32 donc
(u-t) et (u+t) sont des diviseurs positifs de 32, le plus grand étant (u+t).

(u+t) (u-t) u t discriminant | b a
32 1 Pas sol

16 2 9 7 81 4 11
8 4 6 2 36 5

Calissons Z

Un point étant choisi, disposons les calissons dont un sommet coincide avec ce point de maniere a
cacher les six points les plus proches.

Les angles des sommets des calissons placés en ce point ont pour somme 360°. Ces angles ont pour
valeur 60 ° ou 120° .

360 peut se décomposer de plusieurs manieres conduisant a 5 possibilités faisant apparaitre 5
polygones différents :

60+120+60+120

@ @ @ @

60+60+60+60+120 R . .
60+60+60+60+60+60
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En prenant comme unité de surface celle d’un petit triangle équilatéral, les surfaces ont pour
mesures respectives : 9,8, 8,7, 6.

En prenant comme unité de longueur la plus courte distance entre deux points de la grille, les
périmetres ont pour mesures respectives : 9, 8, 8,7, 6.

Parmi les polygones celui qui a la plus grande aire est le triangle équilatéral, celui qui a le plus petit
périmetre est I’hexagone.

Arthur peut carreler sa salle de bain en ne faisant apparaitre qu’une sorte de polygone en n’utilisant
que le deuxieme motif ou n’apparaissent que des trapezes, ou que le troisieme motif ou
n’apparaissent que des losanges:

En complétant les quatrieme et cinquieme motifs, on fait apparaitre trapeze ou triangle équilatéral.
Si on veut paver avec les hexagones du premier motif, on fait apparaitre plusieurs types de
polygones : hexagone et triangle équilatéral.

Encha’hons les dominos

Cha”’ne commeneant par (4,2).
(4,2).(6,1).(0,1).(1,2).(3.,5). Le domino suivant (1,6) est déja posé..

Une cha”’ne contient le domino (1,3) et ce domino nOest pas le premier, cherchons le prZcZdent
Si (a,b) précede (1,3) alors b+1=3 (b+1=10 n’est pas possible) donc b=2 et a+b=8 (a+b=1 n’est pas
possible) donc a = 6.

Le domino (6,2) précede (1,3) et le suivant est (4,0).

Cha’nes les plus longues possibles contenant le domino formZ des chiffres 3:et 5
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(0,1) (1.2) (3,9 (1,6) (0.6) (6.,5) (4.2)
(0,6) (6.5) (4.2) (6,1) (0.1) (1.2) (3,9
0,2) (2:4) (6,3) (2,5) (0.5) (5,3 (1.4)
(0,5) (53,3 (1.4) (5,2) (0.2) (2.4) (6.3)

On peut trouver des cha’nes formZes de 8 dominos par exemple
(1,0) (1.1) (2,3) (5.1) (6,0) (6,6) (5:4) (2,6)

Montrons que cOest la longueur maximaie

Dans la suite « - m7 » signifie « moins un multiple de 7 ». Ecrivons la suite obtenue a partir de (a,
b) :

(a,b) ; (a+b-m7, a+2b-m7) ; (2a+3b-m7, 3a+5b-m7) ; (5a+b-m7, a+6b-m7) ; (6a-m7, 6b-m7) ;
(6a+6b-m7, 6a+5b-m7) ; (Sa+4b-m7, 4a+2b-m7) ; (2a+6b-m7, 6a+b-m7).

Le domino suivant serait (a-m7,b-m7) qui n’est autre que (a,b) qui est déja posé.

La longueur maximale est de 8 dominos.

Remarque : on peut écrire la suite plus simplement en écrivant les nombres modulo 7

(a,b) ; (a+b, a+2b) ; (2a+3b, 3a+5b) ; (Sa+b, a+6b) ; (6a, 6b) ;

(6a+6b, 6a+5b) ; (Sa+4b, 4a+2b) ; (2a+6b, 6a+b).

Affranchissement

RZpartition des 100 objets en 5 paquets

On veut une répartition (b, a, a, a, a) avec 1 <b =<a; 100 - b doit étre divisible par 4, b doit donc
étre divisible par 4. On obtient les solutions suivantes :

(20, 20, 20, 20, 20), (16,21, 21,21, 21),(12,22,22,22,22),

(8,23,23,23,23),(4,24,24,24,24)

RZpartition des 100 objets en Baquets:

On veut une répartition (b, a, a) avec 1 <b < a; 100 - b doit étre divisible par 2 :
(2k,50-k,50-k)avecl1 <k <16

(2,49,49) - (4,48,48)- (6,4747)-cccu...... -(30,35,35) - (32,34,34)

RZpartition en 16 paquets
I5a+b=100 I=<sb=<a 1=<100-15a<a 100/16 <a <99/15 625<a=<6.6
pas de solution entiére.

RZpartition en 17 paquets
16a+b=100 I=<b=<a 1=<100-16a <a 100/17 =a<99/16 58=<a=<6.18
On obtient a=6. On a donc 16 paquets de 6 objets et 1 paquet de 4 objets.

Plus petite valeur de p pour laquelle il nOest pas possible de rZpartir les objets en p paquets
Pour une répartition en p paquets (b, a, .....a),ona:

(p-1)a+b=100et Isb=<a

b=100-(p-1)aetl<100-(p-1)a=<a soit(p-1)a=<99et 100 < pa

10 99
ouencore — <as< ——

p pri
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. . o . . 100 .
Pour qu’il n’y ait pas de solution il est nécessaire que ——! —— < 1 ce qui donne :

p!l p
99 p— 100 p + 100 < p> — p ou encore 100 < p*; on obtient p > 10.
P p P —-P P

Prenonsp=11: %)s a< % ; 909<a=<99;iln’y apas de solution.

La petite valeur de p pour laquelle il n’est pas possible de répartir les objets en p paquets est 11.

o 99 100 , . 4
Remarquons que la condition —————< 1 n’est pas suffisante : on a par exemple trouvé une

p-1 p
répartition pour p =17.
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Nombres croisZs

Remarques préliminaires :

Carrés d’entiers : 1,4, 9, 16.

Nombres pairs : 2,4,6, 8,10, 12, 14, 16.

Multiples de trois : 3,6,9,12,15.

Il y a exactement deux nombres pairs par ligne, de méme par colonne.

Seul le 9 est a la fois multiple de 3 et carré d’entier il est donc dans la case I C .

Le nombre 2 n’est pas voisin de 1, n’est pas dans la ligne I car il n’est pas multiple de 3, il n’est ni
en II A ni en IIT A car aucun nombre ne pourrait aller en IV A en respectant les nombres ordonnés
de la colonne A il est donc en IV A.

2 est le plus petit nombre de la ligne IV, le plus grand est donc 16 qui est un carré, 16 est donc en
IV C, le dernier carré 4 va donc en II C (fig 2).

La ligne I contient deux nombres pairs multiples 3 non classés en décroissant, il s’agit de 6 et 12

(fig 3).

Le nombre 3 n’est voisin ni de 2 ni de 4, il n’est pas en II A d’apres la regle sur la colonne A il est
donc en IV D (fig 4).

Compte tenu des nombres déja placés, la somme des trois premiers nombres de la ligne III est au
moins 5 + 741 = 13, c’est donc 13 ou 14, ce n’est pas 13 car la ligne III ne contiendrait que des
nombres impairs, c’est donc 14 qui va en III D ; la seule solution est 5 + 8 + 1 = 14 dans cet ordre
car 5 n’est pas voisin de 4 (fig 5).

7 n’étant pas voisin de 8 va en II D (fig 6)

Il faut un nombre pair supplémentaire dans la colonne A, c’est 10 (fig 7).

11 n’est pas voisin de 10 donc il esten IV B et 13 est en II B (fig 8).
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A B C D A B C D A B C D A B C D
I |15 I |15 9 I [15]6 ]9 |12 I [15]6 ]9 |12
II II 4 II 4 II 4
I 1 I 1 I 1 I 1
v IV |2 16 IV |2 16 IV |2 16 | 3
Fig 1 Fig 2 Fig 3 Fig 4
A B C D A B C D A B C D A B C D
I [15]6 ]9 |12 I [15]6 ]9 |12 I [15]6 ]9 |12 I [15]6 |9 |12
II 4 II 4 Ir | 10 4 Ir 10134 |7
(s (8|1 |14 m(s (8|1 |14 mis (8|1 |14 mis |8 |1 |14
IV |2 16 |3 IV |2 16 IV |2 16 IV|2 |11]16]|3
Fig 5 Fig 6 Fig 7 Fig 8

ARA mon perroquet

RAARA peut étre remplacé par RRARARA et RRARARA peut étre remplacé par RRAAA.

Quand on remplace A par RAR ou RAR par A, le nombre de A n’est pas modifié or RARAR
contient deux A et RAARA contient trois A, RARAR ne peut pas étre formé a partir de RAARA.

Est-ce que ARARA peut étre formé a partir de RAARA ?

Le nombre de A est convenable.

Quand on remplace un A de rang n par RAR, on introduit un R de rang n et un R de rang n + 2, les
rangs des R qui suivent augmentent de 2 ; la somme des rangs des R augmente donc d’un nombre
pair.

La somme des rangs des R dans ARARA est:2+4=6

La somme des rangs des R dans RAARA est: 1+4 =5

ARARA ne peut pas étre formé a partir de RAARA .

Une case en trop

On veut paver une grille 4 x 4 qui comporte 16 cases avec des rectangles 1 x 3, on peut recouvrir 15
cases, il reste une case non recouverte.

Le petit carré non recouvert peut étre 1’un des coins (grisé sur le dessin), comme le
montre I’exemple ci-contre a une rotation pres.
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3 | Essayons avec un autre carré de bord, carré grisé sur le dessin.
Le dessin indique dans quel ordre on a placé les rectangles 1 x 3 qui s’imposent et

2 on voit qu’on ne peut pas finir.

—
(98]

4 Essayons avec un carré central grisé sur le dessin ; a une symétrie pres on doit

y y
placer un rectangle comme celui qui est noté 1,2 et 3 s’imposent alors, puis 4 et on
ne peut pas finir.

Le carrZ non recouvert est IOun des coins

Grille 5x5:

1 213

716 On peut recouvrir 24 cases comme montré ci-contre ou le carré central n’est
4 pas recouvert.
5

Notons L le numéro de la ligne et C le numéro de la colonne et numérotons les cases : L + C
modulo 3, c'est-a-dire

-0siL + Cestdelaforme 3k,

-1siL+Cestdelaforme3k+1,

-2siL + Cestdelaforme 3 k + 2.

Chaque rectangle 1 x 3 recouvre une case 0, une case 1 et une case 2 ; quand on pose de tels
rectangles il y a autant de cases 0 que de cases 1 que de cases 2 recouvertes.

210(1(210
0[1]2]0|1| Ilya9casesO,8 cases 1et8 cases 2, il reste une case 0 non recouverte.
112101112 Si on arrive a recouvrir 24 cases, toutes les cases portant les numéros 1 et 2
2101 ]2]0] sontrecouverteset  cela reste vrai si on effectue des numérotations
0l11 2101 symétriques (L remplacé par 6 — L ou C remplacé par 6 —C).
012]1]012 0117201
11012110 210111210
21110121 1121012
012]1]012 0117201
11012110 210111210

Avec ces deux symétries, on voit que la seule case qui porte toujours le numéro O est la case
centrale

Grille 7x 7 : Ona 16 Cases 0, 16 cases 1, 17 cases 2 , une case 2 sera non recouverte.
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2/0|112]0|1]|2 2/1(1012]1]0)|2 2/0|112]0|1]|2
0(1[2(0(1(2(0 0(2|1(0(2]1|0 112011201
112011201 11012110 (2]1 0(1[2(0(1(2(0
2/0|112]0|1]|2 2/1(1012]1]0]|2 2/0|112]0|1]|2
0(1[2(0(1(2(0 0(2|1(0(2]1|0 112011201
112011201 11012110 (2]1 0(1[2(0(1(2(0
2/0|112]0|1]|2 2/1(1012]1]0]|2 2/0|112]0|1]|2

On trouve 9 possibilités

Grille 8 x 8 : On a 22 cases 0, 21 cases 1, 21 cases 2 , une case 0 sera non recouverte.

210(112(011(2|0 0(2/1(0(2|1(0]2 0j1/2]011(2|0]1
O(1(2(0|1}2|0]1 1(0{2(1]0(2]1]0 2/0(1(2]0(1]2]0
11210(1(2|0|1]2 21110121 |0(2]1 112(0]1]2|0]1]|2
210(112(011(2(0 0(2/1(0(2|1(0]2 0j1/2(011(2|0]1
0(1(2(0|1}2|0]1 1(0{2(1]0(2]1]0 2/0(1(2]0(1]2]0
112/0(1(2|0|1]2 21110121 |0(2]1 112(0]1]2(0]1]2
210(112(011(2(0 0(2/1(0(2|1(0]2 0j1/2(011(2|0]1
0(1(2(0|1}2|0]1 1(0{2(1]0(2]1]0 2/0(1(2]0(1]2]0

On trouve 4 possibilitZs

Généralisation
Sin =3k + 1, il reste une case 2 non recouverte et par symétrie seules les cases avec L et C congrus

a 1 conviennent soit (k+1)* cases.

Sin =3k + 2, il reste une case 0 non recouverte et par symétrie seules les cases avec L et C congrus

a 0 conviennent soit k? cases.

Objectif dix sur dix

n°dela |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
FRAME

Score  [3[5]2[8 4]0 0] [10] [10] [7[3]o[5[7]1]8]2]6
Points | 8 14 |4 30 27 20 10 |5 8 16
acquis

Total |8 22 |26 56 83 103 [113 [118 [126 |142

Le score maximal est obtenu si on ne fait que des STRIKE soit 12 lancers (10 + 2 supplémentaires a

la dixieme FRAM E) : total 300 points.

A la fin d’une partie, on a fait 19 lancers avec les scores ci-dessous :

Nombre de quilles tombées

0

2

4

(@)}

oo

Nombre de lancers

3

2

201
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Donnons le score minimal et celui maximal que I’on peut faire avec ces 19 lancers.

Pour un score maximal on doit réaliser le maximum de STRIKE et le maximum de SPARE, en les
classant de sorte que dans les deux ou un lancers qui suivent un strike ou un spare le score soit
maximal :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
oloj4]6]6]4]7]|3]|8]2]8]2]9]1]10] [10] [10][5]0
0 | 16 [ 33 [ 51 [ 69 | 88 | 108 | 138 [ 163 178

Score minimal :

Remarquons d’abord que s’il y a x strikes et y lancers supplémentaires, on a :
x+2(10-x)+y=19d’oux=y+ 1l etil y adonc 3 cas a examiner.

Pour x = 3 on trouve 105 comme minimum

Pour x =2 on trouve 104

Pour x = 1 on trouve 105 avec ( 10, -) (0,9) (4, 6) (0, 10) (0, 10) (2,8)(1,8) (3,6) (2,7) (4,5)

Solution avec 104

1 2 3 4 | 5 6 | 7 8 [ 9 10
100[-]o|3]10]-]1]5]4]6]0]9][2][8]0]|8]2]7]4]6]10
13 |16 ] 32 |38 | 48 | 57|67 75 ] 84 104
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Survol du Limousin

a) Parti de Limoges, I’hélicoptere peut desservir en premier 1'une des 7 villes, il a 6 choix
pour desservir la deuxieme, 5 choix pour la troisieme, ...., 2 choix pour la sixieme, 1
choix pour la septieme ; il y a donc 7x6x5x4x3x2x1 =7 | possibilités ; c’est le nombre
de permutations des 7 villes a desservir. 7 | = 5040.

b) En toute rigueur il faut examiner tous les parcours possibles pour étre siir d’avoir les
distances maximale et minimale, ce que fait instantanément un programme avec un
ordinateur (il n’y a que 5040 trajets a examiner) ; cependant, la position de Limoges a
I’intérieur du polygone formé par les sept villes permet de deviner quel sera le trajet le
plus court :

Limoges | Rochechouat | Bellac | GuZret | Aubusson| Ussel| Tulle | Brive | Limoges| Total

| 33 | 36 | 64 | 33 | 45 | 52 | 21 [ 77 | 361

On construit un trajet susceptible d’étre le plus long en s’éloignant au maximum a chaque
étape et en évitant des €tapes courtes ; on obtient :

Limoges | Brive | GuZret | Tulle | Bellac | Ussel| Rochechouart| Aubusson| Limoges| Total

| 77 | 114 | 100 [ 109 [ 116 | 120 | 106 | 73 | 815

En échangeant Brive et Tulle on obtient un trajet un peu moins long : 814 km.

¢) Dans le cas ou I’hélicoptere a une autonomie de 200 km, il n’est pas possible de passer
par Aubusson ou Tulle quand on va a Ussel ; il y a donc nécessairement le trajet
Limoges, Ussel, Limoges : 88+88=176.
On doit ensuite faire le trajet Limoges, Tulle, Brive, Limoges : 74+21+77=172
puis Limoges, Guéret, Aubusson, Limoges : 61+33+73=167
et enfin Limoges, Rochechouart, Bellac, Limoges : 33+36+34=103
la distance totale parcourue est de 618 km.
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Des carrZs pour un rectangl§

Chaque carré a pour coté 5Sm et pour aire 25m” ; 594 tels carrés ont pour aire totale 594x25.

Les dimensions | et L du rectangle sont telles que |+L=1005 et chacune doit étre divisible par 5 ; on
peut donc poser | =5x et L=5y d’ou x+y=201 et xxy=594.

x doit €tre au moins égal a 3 (sinon xxy=594 entraine y>201) ; on essaie x=3 d’ou y=198 qui
convient car 3x198=594. C’est la seule solution avec x<y.

L=5x198=990 et | = 15.

Si on veut partager le rectangle en carrés de coté ¢, ¢ doit €tre diviseur commun a 990 et 15, or 15
est diviseur de 990, ¢ doit donc étre diviseur de 15. Les 3 autres fagons de partager le rectangle
sont donc: c=1 (14850 carrés), c=3 (1650 carrés) et c= 15 (66 carrés).

3z-4x+y
3z-4x+2y

2z-3x -7+5x

Z+X

Appelons z le coté du carré situé en bas a gauche ; plusieurs carrés ont des cOtés qui s’expriment en
fonctionde zetx:z-X,z-X,z+ X, 2z - 3X, -Z + 5X, 6X.

Deux autres ont des mesures qui s’expriment en fonctionde z, x ety : 3z - 4x + y et 3z - 4x + 2y.

Il y a deux conditions supplémentaires:

2z -3x =y + (5x-z) qui donne y = 3z - 8x

(-z+5x)+6x=y+ (3z-4x+2y)quidonne 15x =4z +3yd’'ouz=3xety =x

On en déduit que le grand rectangle a pour cotés 6x +7x =13x, c¢’est donc un carré (on n’avait pas
besoin de cette hypothese !)

Si on prend comme unité x = 1 le c6té du grand carré vaut 13.

122



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Somme des entiers répondant a la question (en gras ensemble A) : 345
Leur moyenne : 345/22 = 15 +15/22

De 31 a 60, on a 22 nouveaux nombres, les précédents auxquels on a ajouté 30, leur somme est
donc 345 + 22x30 ; donc de 1 a 60, on a 44 nombres de somme 345x2 + 22x30 et de moyenne
(345x2 + 22x30)/44 ; soit : 345/22 +15 =30 + 15/22

De 1 290 on a 22x3 nombres de somme 345 + (345 + 22x30) + (345 + 22x60)
De moyenne 345/22 + (22x30 + 22x60)/22x3 = 345/22 + 30 =45 + 15/22

On peut conjecturer que pour chaque nouvelle tranche de 30 nombres, la moyenne augmente de 15.
On obtiendrait pour n = 2010 = 30x67, une moyenne de 345/22 + 15x66 = 1005 + 15/22.

Montrons que la conjecture est vraie.

Les nombres d’une tranche s’écrivent 30p + x avec x entre 1 et 30 et sont divisibles par 2, 3 ou 5 si
et seulement si x I’est c'est-a-dire appartient a A, leur somme est donc 22x30xp + 345.

De 1 a 30k, on a 22k nombres de somme S:

S=345 + (345 + 22x30) + (345 + 22x60) + ~ + [345 + 22x30x(k-1)]

S=345xk + 22x30x [142++ (k-1)] =345xk + 22x30xkx (k-1)/2

S= (22x15 +15) xk+22x15xk x (k-1)=22x15xk>+15k

Moyenne : [22x15xk>+15k]/[22k]=15k +15/22

Remarque : Ce calcul nécessite de connaitre le résultat 1+ 2 ++ (k-1) =k x (k-1)/2

-- Autre méthode

On remarque que pour les entiers de 1 a 30 divisibles par 2, 3 ou 5, on peut les grouper par paires de
somme 30 : (2 + 28,3 + 27, ...14+16) sauf 15 et 30 qui restent seuls, d’ou un total de

(22-2) x15 +15 430 = (22 +1) x15 et une moyenne de 15 +15/22.

2010 = 30x67, donc 22x67 entiers entre 1 et 2010 et divisibles par 2, 3 ou 5 (car 2 divise 30xn+k si
et seulement si 2 divise k, idem pour 3 et 5), qu'on peut grouper en (22x67-2) paires de somme
2010 = 2x1005, en mettant de coté 1005 et 2010,

d'ot un total de : (22x67-2) x 1005 + 1005 + 2x1005= (22x67 +1) x 1005

et une moyenne de : 1005 +1005/ (22x67)=1005 +15/22.

N=30k, donc 22k entiers entre 1 et N et divisibles par 2, 3 ou 5, qu'on peut grouper en (22k-2)
paires de somme N=2x15k, en mettant de c6té N/2 =15k et N = 2x15k.

On obtient un total de : (22k-2) x15k +15k+2x15k = (22k+1) x15k

et une moyenne de : 15k +15k/(22k) =15k +15/22.
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Les corrigZs LYCfE

Une histoire de moyennes

Soit S la somme des n nombres, M =S /n

S=M x n,deplusS+1=M-67)x (n+1)etS+2011=M+67)x (n+1)

En faisant la différence des deux dernieres égalités, on obtient : 2010 =(n+ 1) x 67 x 2
D’oun+1=15,n=14

La différence des deux premieres €galités donne : 1 =(M - 67) x 15-Mx 14=M-15x 67
M=1+15x 67=1006

Oe se cache 201P

La ligne 1 contient 1 nombre
La ligne 2 contient 3 nombres : 2, 3, 4, le dernier est 2?
La ligne 3 contient 5 nombres : 5,6,7, 8,9, le premier est 2% + 1, le dernier est 32

La ligne n contient (2n — 1) nombres, le premier est (n — 1)* + 1, dernier est n* (récurrence)

Sur la ligne commengant par 101, on vade 101 a 11> =121
120 est dans la colonne commengant par 10°

119 est dans la colonne commencant par 9

118 est dans la colonne commencant par 8

117est dans la colonne commengant par 7°

44% = 1936, 45* = 2025 donc 2011 est entre 44° et 45°

Il est sur la ligne qui se termine par 45° et qui commence par 44° + 1 = 1937
2025 est dans la colonne qui commence par 2025 = 45°

2024 est dans la colonne qui commence par 44°

2023 est dans la colonne qui commence par 43°

2011 est dans la colonne qui commence par 31°= 961
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Triangle de signalisation

Aire du triangle équilatéral de coté a: A =a’ x V3/4
Aire du triangle équilatéral de coté c : C = ¢’ x V3174
D’autrepart,a:c+3xetb:xx\/3/2

Les quatre régions ayant la méme aire, A=4Cdonca=2c
c+3x=2cdoncc=3xeta=6xdoul'ontire:a/b=4+3

Passez au peigg fin !

Sin=1ousip=1etn=2011,le peigne n’a pas de dent ! Nous éliminerons ces deux cas pour la
suite.

L’une des dimensions, par exemple n, doit étre impaire etona:n=3etp = 2.

Le nombre de dents est alors (n +1) /2

Aire intérieure : aire des dents plus aire de la base.

Aire intérieure : A=(p—1)x (n+1)/2+1x n=(nmp+p-n—-1+2n)/2
=(np+p+n+1-2)/2=[n+D)x (p+1)-2]/2=[(n+1)x (p+1)-2]/2
Périmetre du peigne : P=2n+(n+1)x (p—-1)+2=np+n+p+1l=(+D)x (p+1)=2A+

2.

A=2011 estéquivalenta (n+ 1) x (p + 1) =4024.

Les décompositions de 4024 en produit de deux facteurs sont :
4024 =1x 4024 =2x 2012=4 x 1006 =8 x 503 (503 est un nombre premier)
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n étant impair,n + 1 est pair, n+ 1 24etp+1=3

n+l 4 8 1006
n 3 7 1005
p+1 1006 503 4
P 1005 502 3

Pour n =3 et p = 1005 le peigne a 2 dents et sa hauteur est 1005
Pour n =7 et p =502 le peigne a 3 dents et sa hauteur est 502
Pour n = 1005 et p = 3 le peigne a 502 dents et sa hauteur est 3

Dans les 3 cas le périmetre est le méme, P = 2A + 2 = 4024.
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Une disposition en cercle

Une disposition en cercle

La disposition propsZe par le texte sera notZe 1, 2, 3, 4, 5ou 1, 5, 4, 3, 2 ou nOimporte quelle au
permutation circulaire

1- On remarque que chaque nombre est un diviseur de la somme de ses deux voisins

lestentre 2 et5, 1divise 2 estentre 1 et 3, 2 divide 3 est entre 2 et 4, 3 divise 6

4 est entre 3 et 5, 4 divise 8 est entre 4 et 1, 5 divise 5

Remarquons que pour 3 entiers consZcutifs, celui du milieu est lasdemmie des deux autres,
cOest donc un diviseur de cette somme, dOautre part 1 eisieun dé nOimporte quelle somme.

2- Les sommes de deux entiers pris entre 1 et 5 sont comprises entre 3 et 9 et 5 est le seul multiple dt
compris entre 3 et 9 et5 = 1+4 = 2+3.

Les voisins possibles pour 5 sont donc 1 et4 ou 2 et 3.

Premier cas Lesvoisins de Ssont 1 et4

Outre la disposition du texte on peut avoir cette autre disposition pour:2e832, 4, 5
Et la propriZtZ nOest pas vZrifiZe.

Deuxisme cas Les voisins de Sont 2 et 3 on a deux possibilitZs pour placer 1 et 4
2,53,4,1et2,5, 3, 1, 4seule la premiere convient.

A une rotation ou symZtrie pres, les seules solutions:shr2, 3, 4,5 et 1, 2,5, 3, 4

3- Pour les entiers de 1~ 7, la disposition 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 est telle que chaque nombre esturrddildse
somme de ses deux voisins

Il suffit de contr™ler pour: 7 est entre 6 et 1 et 7 divise 7.
Les sommes de deux entiers pris entre 1 et 7 sont comprises entre 3 et 13
Le seul multiple de 7 comprisentre 3et 13 est7,et7=1+6=2+5=3+4
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On peut donc avoir les sZquences 1, 7, 6 ou 2, 7, 50u 3, 7, 4.

Premier cas 6 est suivi de 5 car 12 est le seul multiple de 6 convenahblebtient 1, 7, 6, 5.

Par le meme raisonnement on obtient 1, 7, 6, 5, 4, 3, 2 ou ~ symZtrie ou rotationZyrss 4, 5, 6,

7, cOest la disposition dZj” citZe.

Deuxisme cas 5 est suivi de 3 car 10 est le seul multiple de 5 convenable.

3 peut otre suivi de 1 ou 4 apres quoi il reste deux nombres " placer dOoe les possibilitZs
2,7,5,3,1,4,60u2,7,535,1,6,40u2,7,5,3,4,1,60u2,7,5, 3, 4, 6, 1, aucune ne convient.
Troisieme cas 4 est suivi de bu 5 DOautre part, 6 est obligatoirement entre 1 et 5 (car 4 nOest pa
voisin de 6).

Si 4 est suivi de 1, on obtiel®, 7, 4, 1 6, 5, 2 quine convient pas

Si 4 est suivi de 5, on obtient 3, 7, 4, 51,8 qui convient, dOo- la solutiod, 2, 3, 7, 4, 5, 6.

4- GZnZralisation

Pour les nombres de 1~ 5 on a obtenu les suites 1, 2, 3, 4, 5 et 1, 2; Bn3etnarque que cOest
la place Tyui differe.

Pour les nombres de 1 ° 7 on a obtenu les suites 1, 2, 3,4, 5,6, 7 et 1, 2, 3, 7,0h EErbarque
que cOest la place de 7 qui differe.

Plus gZnZralement, pour les entiers de 1~ 2n +1 on peut vZrifier que conviennent les sZquences
1,2, 3, E..n-1, n, n+1, n+2, EEEE.2n -1, 2n, 2n+1

1, 2, 3, E..n1, n,2n+1, n+1, n+2, EEEE.2n -1, 2n

Il suffit de contr™ler pour les entiers n, 2n+ 1, n + 1, 2n, ce qui est facile ~ vZrifier.
Questions ouvertes

Pour n =5 ou n = 7 les sions ctdessus sont les seutegour un entier impair y-&il toujours
deux solutions seulemedQuOen esil pour un entier paif

Somme dOentiers qui different de 1

1- Les suites les plus courtes qudon peut Zcrire

Unterme: 1;

Deux temes: 1 + 2 =3

Troistermes1+2+1=4o0ul+2+3%

Avec un nombre supZrieur de termesatteint oudZpasse 6 donc 2 et 5 ne peuvent pas etre
obtenus.

(1+2)+(1+2)+EE + (1 + 2) permet dOobtenir tous les nombres de la forme 3n

(1 +2) +(1 + 2) +EE+ (1 + 2) + 1 permet dOobtenir tous les nombres de la forme 3n +1
1+2+3+2=8

(L+2+3+2)+(1L+2)+(1+2)+EE+ (1 + 2) permet dOobtenir tous les nombres de la forme 3n
+ 2" partie de 8.

2- Pour obtenir la suite la plus longueneenant pour 100, il suffit de nOemployer que des 1 et;de302st
de la forme 3n + 1, voir @lessus (1 +2) + (1 + 2) +EE+ (1 +2) + 1

33 fois
3- Pour obtenir une suite la plus courte on essaie @@utles nombres de plus en plus grands
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13=910onglisse9=4+5 apres5
1+2+3+4+5+(4+5)+6+7+8+9+10+ 11+ 1B+ 100 (15 termesle plus grand est 13)
1+2+3+4+56+7+8+9+10+11+12 =78 ilmanque22=5+6 +11.
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1+2+3+4+5+6+(5+6)+7+8+9 + 10+ 12+ 11 =100(15 termesle plus grand est 12)
(L+2+3+EEE.. +10 + 11) = 66, il manque 34

En Zcrivant 34 sous forme de la somde deux impairs infZrieurs ou Zgaux ~ 11, on obtient dDautres
dZcompositions en 15 termes

34=13+21=(6+7)+ (10 +11)

34=15+19=(7 + 8) + (9 + 10)

34=17+17=(8+9)+(8+9)

On glisse les sommes entre parentheses ~ une place cdilgena
1+2+3+4+5+6+7+(6+7)+8+9+(10+11)+1A+
1+2+3+4+5+6+7+8+(7+8)+9+ 10k (10 +9)
1+2+3+4+5+6+7+8+(7+8)+9+10+(9+ 1D) +
1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 1014+ (10+9) + (8+7)
1+2+3+4+5+6+7+8+9+(8+9)+(8+9)+ 1D+
1+2+3+4+5+6+7+8+9H+(9+10+9+8+9)
1+2+3+4+5+6+7+8+9+(8+9)16+(9+10+9)

Existet-il des sommes avec 14 ternfes

Soit p le plus grandes termes Zcrits, la somme des nombres de 1~ p figure nZcessairement dans IOZcriture
Sip=13,91 +a =100, a=9 qubon ne peut glisser dans la suite.

Sip=12,78+a+b =100, a+b =22 avec a et b infZrieurs ou Zgayxd 2211 etb =11 o@a = 10 etb

=12 quOon ne peut glisser dans la suite.

Sip = 11, le mximum en 14 termes est 1 +E11 + 10 + 11 + 10 = 97 on ne peut pas atteindre 100 en 14
termes dont le plus grand est 11

Sip = 10, le mximum en 14 termes est 1 +E£10 + 9 + 10 + & 10 = 93 on ne peut pas atteindre 100 en

14 termes dont le plus grand est 10.

4- GZnZralisation

On notera t(p)= 1 + 2 +E+ (f1) + p.

Si n est la somme de p entiers qui different de 1 (en commeneant par 1) alors n est au maximu
Zgal " t(p). De plus @ la meme paritZ que t(p) puisque n et t(p) sont obtenus en ajoutant ~ 1 un
entier pair, puis un impair, puis un pair,E, avec le meme nombre dOentiers.

Soit n un entier strictement compris entre-1jpet t(p) avec p > 3. Notons f(n) le minimum de
termesquand on exprime n comme somme d'entiers qui different de 1. f(n) est donc au moins Zgal
p.
Si f(n) = p alors t(ph est pair. RZciprogquement, si n = {AK)avec 1 < k <p/2 on peut Zcrire

n=1+2 +E+ (pk) + (pk-1) + (pk) +E+ (p-2) car on a retrarhZ (pl) + p et ajoutZ @-1) + (p-

k).

Onaaussit(p =1 + 2 +E+ (p-2) + (p1) + (p-2).

Conclusion: pour les entiers t(g@3k compris entre t¢d) et t(p) on a montrZ que f(n) = p.

Si t(p}n est impair, on a donc f(n) > p.

Si f(n) = p+1 alors t(p+1h est pair. RZciproquement, si t(p-iLgst pair (cOestdire si p est pair),
n=t(p1l) + 2k + 1 (car t(p+H(p-1) = 2p +1); si k>0, on peuinsZrer (k+1)+ k dans IOZcriture de
t(p-1): n =1 + 2 +E+ k+ (k+1) + k+ (k+1) +E+ (p1).

Si k=0onat@l)+l=(1+2)+ 1+ 2 +E+ (p2) + (p1)

Conclusion: si p est pair, pour les entiers #@k+1) compris entre t{f) et t(p) on a montrZ que
f(n) = p+1.

Enfin, si t(p}n et t(p+1)n sont impairs (cela entra’ne que p est impair), on a f(n) > p+1. Mais on
peu Zcrire: n = t(p)(2k+1) = (1+2) + t(p) 2(k+2) et comme f(t(pR(k+1)) = p, on a bien f(n) =
p+2.
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Pavage avec des rectangles 2*3

1-Pavage pour les grilles 5*6, 4*9, 5*9
5*6 4*9 5*9

Pour la grille 5*9, il y a 45 carrZs, chaque rectangle 2*3 recouvre 6 carrZs, il reste 3 carrZs non
recouverts.

2- Pour quOil ne reste aucun carrZ non recouvert il faut que le produit a*b soit multiple dass, de p
a et bdoivent streau moins Zgaux ~ 2. Ces conditions sel¢s suffisante®
ConsidZrons les rectangles suivants

1) (2) 3)

En juxtaposant des rectangles du type (iLpeut paver les rectangles a*b oe a est multiple de 3 etb
pair (b!2).

En juxtaposant des rectangles du type (2) on peut paver les rectangles a*b o a est multiple de 6 €
pair (b!2).

En juxtaposant un rectangle du type (3) et des rectangles du type (2), on peut paver les rectangle:
a*b oe a est multiple de 6td impair (b!3).

3- Si on ne peut pas paver complstement la grille, le nombre de carrZs non recouverts peut stre Zg.
"1,2,3,40u 5 en effet, si p est le reste de la division de ab par 6, ab = 6mempke minimum
de carrZs non recouverts pst
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Exemples

p =1, grilles 5*5 ou 7*7

p =2, grilles 2*4 ou 2*7 ou 4*5

p =3, grilles 3*3 ou 3*5 ou 3*7

p = 4, grilles 2*2 ou 2*5 ou 4*4 ou 4*7

p =5, grille 5*7

4- On suppose a et b au moins Zgaux f 2@n multiples de 6; on peut Zcrire a=6p +reth=6n
+tavecrettZgaux~ 2, 3,4, 5o0u 7. Le produit ab nOest pas multiple de 6 pour les couples (r, t)
suivants. (2, 2) (2,4) (2,5) (2,7)(3,3) (3,5)(3,7) (4, 4) (4,5 (4, 7) (5, 5))(®&L, 7).

On peut d~Zcomposer la grille ~ recouvrir en 4 rectangles dont 3 peuvent stre entisrement recouvert:
puisque IOune des dimensions est multiple; d€)@pres ce qui prZcede, le nombre de carrZs non
recouverts pour le rectangle de dimensiong est au minimuni, 2, 3, 4, ou 5.

6n t

6p

Ona vu ci-dessus tous les couples (r, t) possibles.
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On peut donc toujours paver la grille en ne laissant au maximum que 5 carrZs non recouverts.

La demi-sphere

Les trois boules sont placZes " la meme hautesoet tangentes deux " deux et tangentes au

couvercle.
Le plan passant par les centres des trois boules les coupe en trois cercles deux = deux tangents et
dont les centres A, B, C forment un triangle ZquilatZral de c™tZ 10 cm, de centre | situdisur |Oaxe

la sphere.

IA=1B =IC = 10x 3/2x 2/3 = 10/3x /3
Dans le dessin en coupe par le plan passant par IOaxe de la sphere et par A centre de IOune des
boules:

175 7

10 -~ ’ 100
Ol=5;Al=—Xx+3;0A"=25+—=
3 3 3

OA = 5x L
V3

7

OE =5x \—E + 5: cOest le rayon de la sphere.
N
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2+0+1=3

1) Pour former un nombre avec les quatre chiffres distincts 1,2, 3 et 6 on choisit d’abord le
premier chiffre : il y a 4 possibilités. Ensuite on choisit le deuxieme chiffre : il n’y a plus que trois
possibilités. Puis on choisit le troisieme chiffre : il ne reste plus que deux possibilités. Pour le
dernier chiffre il ne reste plus qu’une possibilité. Il y a donc au total 4 X 3 X 2 X 1 = 4! = 24
possibilités (on dit factorielle 4).

2) Pour former un nombre compris entre 1000 et 9999 avec les quatre chiffres distincts 0, 1,2 et 3
on choisit d’abord le premier chiffre : il y a seulement 3 possibilités car O est exclu. Ensuite on
choisit le deuxieme chiffre : il reste trois possibilités car on peut maintenant choisir O mais pas le
premier chiffre déja choisi. Puis on choisit le troisieme chiffre : il ne reste plus que deux
possibilités. Pour le dernier chiffre il ne reste plus qu’une possibilité. Il y a donc au total
3X3X2X1=18 possibilités.

3) Dénombrons les nombres a quatre chiffres distincts (compris entre 1000 et 9999) tels que le plus
grand des chiffres soit égal a la somme des trois autres.

Premier cas : 1’un des chiffres est 0. Les autres chiffres sont alors a, b et a+b avec O<a<b et a+b<10.
Pour a=11ily a7 valeurs pourb: 2,3, ..., 8.

Pour a=2 il y a 5 valeurs pourb : 3,4, ..., 7.

Pour a=3 il y a 3 valeurs pour b : 4, 5 et 6.

Pour a=4 il y a 1 valeur pour b : 5.

Au total il y a 16 possibilités pour (0, a, b, a+b). D’apres la question 2 on peut former 18 entiers
convenables pour chacune de ces possibilités, donc 16 X 18 = 288 nombres.

Deuxiéme cas : les chiffres sont différents de 0. Ce sont a, b, ¢ et a+b+c avec O<a<b<c et a+b+c<10.
Pour a=1 et b=2 1l y a 4 valeurs pourc: 3,4,5 et 6.

Pour a=1 et b=3 il y a 2 valeurs pour c : 4 et 5.

Pour a=2 et b=3 il y a 1 valeur pour c : 4.

Au total il y a 7 possibilités pour (a, b, ¢, a+b+c). D’apres la question 1 on peut former 24 entiers
convenables pour chacune de ces possibilités, donc 7 X 24 = 168 nombres.
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Conclusion : Il y a 288 + 168 = 456 nombres a quatre chiffres distincts (compris entre 1000 et 9999)
tels que le plus grand des chiffres soit égal a la somme des trois autres.

DiffZrence de deux carrZs dOentidfe

1) 02=0, 12=1, 22=4, 32=9, 42=16, 52=25. Calculons les différences de deux de ces carrés.
Delenl1:1,3,5,7,9.

De2en?2:4,8,12,16.

De3en3:9,15,21.

De4end:16,24.

On a donc obtenus seulement les entiers 1,3,4,5,7, 8 et 9. Les entiers 2, 6 et 10 ne peuvent donc
pas s’écrire comme une différence de deux carrés.

2) On a obtenu les premiers nombres impairs par différence de deux carrés consécutifs.
De facon générale, la différence de deux carrés consécutifs s’écrit : (k+1)2-k>=2k+1.
On obtient bien ainsi tous les nombres impairs.

3) On a obtenu les premiers multiples de 4 par différence des carrés pris de 2 en 2.

De facon générale, la différence de deux carrés pris de 2 en 2 s’écrit : (k+2)2-k>=4(k+1).

On obtient ainsi tous les multiples de 4.

Plus généralement, une différence de deux carrés pris de p en p s’écrira : (k+p)>k?>=2kp+p?.

Si p est impair, cette différence est un nombre impair ; si p est pair, cette différence est un multiple
de 4.

Les nombres pairs non multiples de 4 ne sont jamais obtenus. Ce sont les nombres qui s’écrivent
N=4k+2.

N=4k+2 est compris entre 1 et 100 quand k est compris entre O et 24.

Cela fait donc 25 entiers compris entre 1 et 100 qui ne peuvent pas s’écrire comme la différence de
deux carrés d’entiers : 2,6, 10, 14, ..., 94, 98.

Encore des carrZs
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Le rayon R du cercle vérifie R2+R2=c,’.

Dans le triangle rectangle OAB on a : 0B% = 04 + AB? qui donne R* = (c' +c )‘ + (

— -
A
2

0 |,
p—
[

n
Z

. Cq Cy 2 Cn 2 N LI 2
Soit encore : = = (7‘ + cz) + (7‘) d’ou en divisant par ¢,” et en posant x =

-
&

o e

(3]

2
x
P
&

= (f-{- 1) +§ d’oli aprés avoir multiplié par 4 : x* — 4x — 5= 10,

Cette équation s’écrit encore (x — 2)? = 9 d’oll x=5 (puisque x est positif).

Deux pavZs de meme volump

Les deux faces qui ont une aire égale a 4 cm? sont paralleles; on peut les placer parallelement au sol.
Les quatre autres faces qui ont chacune une aire égale a x cm? ont la méme hauteur donc elles ont
aussi la méme largeur. Les faces d’aire 4 cm? sont donc des carrés de c6té 2 cm. Le volume du pavé
est donc égal a V = 2x (base x multipliée par hauteur 2).

Pour le pavé de Lucas, les quatre faces qui ont leurs diagonales de longueur égale a x cm ayant la
méme hauteur, elles ont aussi la méme largeur. Les faces ayant leurs diagonales de longueur 4 cm

sont donc des carrés de coté 21/2 cm. Les faces de diagonale de longueur égale 2 x ont des cotés de
longueurs 22 et y avec (2\,-"'2_)‘ +y? =x*d’ouy = Vx? —8 . Le volume du pavé est donc égal a
V= (2V2)*Wx2-8.

Puisque les deux pavés ont le méme volume on a I’équation : 2x = 8Vx? — 8 soit en élevant au

carré 4x* = 64(x* —8) d’ot 15x* = 128 . On adonc x = 11258 ~292cmetV = 2x =584 cm.

Matiere grise

1) Les petits carrés ont pour cOtés a et b. Le c6té du grand carré est donc égal a a + b. L’aire de la
partie grisée est donc égale a (a + b)? - a? - b2 = 2ab.

2z

(2]

2) Notons 1, etr, les rayons des deux petits demi-disques. On a alors i =g? et

v .
2

= b2

-
-
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Le rayon du grand demi-cercle est égal a r, + r,. L aire du grand demi-disque est w'“% et celle

r " 32
Ty, Trgl mr, .,

de la partie gris€e est —

3) L’homothétie de centre B et de rapport % transforme le triangle BCA en le triangle BDF puisque

(FD) est parallele 2 (CA). Si S est I’aire du triangle ABC et a’ celle du triangle BDF on a
a* _ _BD.»
-G

A s " . B* €D 5
De méme par I’homothétie de centre C et de rapport g on obtient <= (a)‘ .

P . . _a+b _ BD+DC _ .
On en déduit en prenant les racines carrées : == e = 1.0n adonc S = (a + b)2.
N

Par suite I’aire du parallélogramme DEAF est égale 2 S - a®> — b? = 2ab.

Ce méme raisonnement s’applique aussi aux deux premicres questions: les homothéties qui

transforment le grand carré (respectivement le grand demi-disque) d’aire S en 'un des petits ont
2 Comme 2:2=1 on déduit S = (a + b)2 d’ot I’aire hachurée :

V5 VE

pour rapports et

=
S-a% — b% = 2ab.
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Des carrZs dans un carr (pour les secondes

Si un carré peut €tre partagé en N carrés il peut 1’€tre aussi en N + 3 carrés : en partageant I’un des
carrés en 4 carrés cela ajoute 3 carrés.

Le partage est possible pour N=1 donc pour N=4, 7, 10, ... c’est-a-dire quand N =3k + 1.

Le partage est possible pour N=6 donc pour N=9, 12, ... c¢’est-a-dire quand N = 3k avec k au moins
égal a 2.

Le partage est possible pour N=8 donc pour N=11, 14, ... c’est-a-dire quand N = 3k + 2 avec k au
moins égal a 2.

Les seuls entiers pour lesquels cela ne semble pas possible sont 2,3 et 5.

Démontrons le. Si on partage un carré en plusieurs carrés, il en faut au moins un pour chaque angle,
donc il faut au moins 4 carrés ; cela élimine N=2 et N=3.

Si N est supérieur a 4,1l y a au moins 3 carrés sur I’un des cOtés et il n’est alors pas possible de
compléter par deux autres carrés, donc le partage pour N=5 n’est pas possible non plus.

A la queue leu led (pour lespremieres et terminales)

Avec 3 nombres 1, x ety il faut d’abord que 1 + x = (x-1)? c’est-a-dire x> = 3x donc x=0 ou x=3.
Puis il faut que x + y = (y-x)?. Si x=0 cela entraine y?> =y donc y=0 ou y=1 : c’est impossible car les
entiers doivent étre distincts deux a deux.

On adonc x=3 d’ou y + 3 =(y-3)? ou encore y? -7y +6 =0 . y=1 est une solution particulicre mais
elle ne convient pas (il y a déja 1 dans la suite). On peut factoriser en (y-1)(y-6)=0 d’ou y=6.

On a obtenu une seule suite convenable avec 3 termes : 1, 3, 6.

Continuons avec un quatrieme nombre z qui doit vérifier 6 + z =(z-6)? ou encore z? - 13z +30=0.

z=3 est solution mais ne convient pas (on a déja x=3). On peut factoriser en (z-3)(z-10)=0 d’ou
z=10.
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Continuons avec un cinquieme nombre t qui doit vérifier 10 + t =(t-10)? ou encore t> - 21t +90=0.
t=6 est solution mais ne convient pas (on a déja y=6). On peut factoriser en (t-6)(t-15)=0 d’ou t=15.
On a obtenu une seule suite convenable avec 5 termes : 1,3, 6, 10, 15.

Généralisons : supposons qu’on a déja obtenu une suite strictement croissante se terminant par ...,
a,b. On a donc a + b =(b-a)2. Recherchons c tel que b + ¢ =(c-b)2.

C’est une équation du second degré qui a une solution évidente, ¢ = a. Mais elle ne convient pas
puisque c doit étre différent de a.

L’autre solution de cette équation peut s’obtenir en mettant (c-a) en facteur (en utilisant b>-b =a -
az +2ab) :

(c-b)2-(b+c)=c2-(2b+1)c +b2-b=c2- (2b+1)c + a - a2 +2ab = (c-a)(c-1+a-2b)=0 donc c=2b - a
+ 1 est la solution qui est différente des entiers qui précedent puisque c=b+(b-a)+1 >b.

On a pu compléter la suite par un terme de plus. On peut donc la compléter indéfiniment de fagon
unique.

Montrons par récurrence que le N-ieéme terme de cette suite est égal a N(N+1)/2.

On le vérifie pour N=1 et N=2.

Avec les notations qui précedent supposons que a= (N-1)N/2 et b=N(N+1)/2 ; on en déduit avec la
formule trouvée précédemment : c=2b - a + 1=N(N+1) — (N-1)N/2 +1 =N%/2+3N/2+1=
(N+1)(N+2)/2.

Cela démontre par récurrence que le N-ieme terme de la suite est égal a N(N+1)/2.

C’est le N-ieme nombre triangulaire ; il est égal a la somme des entiers de 1 a N.

Palindromes (pour tous)

1) N=abcba=10100xa + 1010xb + 101xa + 100x(c-2a).

N est donc divisible par 101 si c-2a est divisible par 101, ¢’est-a-dire si c=2a (a et ¢ sont compris
entre 0 et 9).

Comme a est au moins égal a 1, le plus petit nombre est obtenu pour a=1 et b=0, c’est 10201.

Le plus grand nombre est obtenu pour a=4 et b=9, c’est 49894.

Comme il y a 4 choix possibles pour a et 10 choix pour b, il y a au total 40 palindromes divisibles
par 101.

2) N=abcba=10300xa + 1030xb + 100x(c-3a) -20xb +a =103x(100xa+10xb+c-3xa) +10xa - 20xb -
3xc.

N est donc divisible par 103 si 10xa - 20xb - 3xc est divisible par 103 ou encore si 10x(a - 2b +
10c) est divisible par 103 c’est-a-dire sia—2b + 10c =0 (car-17 <a - 2b + 10c < 99).

Comme a — 2b est compris entre -17 et 9 on a c=0 ou c=1.

Quand c=0 on déduit a=2b donc il y a 4 possibilités : b=1,2, 3 ou 4 d’ou les nombres 21012, 42024,
63036 et 84048.

Quand c=1 on déduit a=2b-10 donc il y a également 4 possibilités : b=6, 7, 8 ou 9 d’ou les nombres
26162,47174, 68186 et 89198.

Le plus petit nombre est donc 21012, le plus grand est 89198.

Il y a au total 8 palindromes divisibles par 103.
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HZritage fractionnZ (pour tous)

1) Quand le deuxieme est servi il reste S — S/2 — S/3 = S/6. Comme il faut en laisser pour le
quatrieme le troisieme prendra S/7 et il restera S/6 — S/7 = S/42.
Le quatrieme prendra donc S/43 et il laissera S/42 — S/43 = S/1806 pour le cinquieme et dernier.

S’il y avait eu 6 héritiers, le cinquieéme n’aurait pu prendre que S/1807 et il aurait donc laissé
S/1806 - S/1807 = S/3263442 pour le sixieme et dernier.

2) Notons 1/a, 1/b, 1/c et 1/d les fractions de S recues par les héritiers avec a < b < ¢ < d. La plus
petite part est donc S/d, la plus grande est S/a. Comme 1/a + 1/b + 1/c + 1/d =1 on déduit que 1 >
4/d (par suite d = 4) et que 1 < 4/a (par suite a < 4). Puisque a=1 n’est pas possibleona:2 <a=<4.
Si a=4 alors on a nécessairement a=b=c=d=4.
La plus petite part est donc au maximum égale a S/4 et c’est le cas lorsque les quatre parts sont
égales.

Sia=3 alors 1/b + 1/c + 1/d =1 -1/3 = 2/3. On en déduit que 2/3 <3/bd’ou b<9/2doncb<4 (etb=
a=3).

Pour b=4 on obtient 1/c + 1/d =2/3 — 1/4 = 5/12 avec ¢ = b=4 donc 1/c < 1/4 et 1/d = 5/12 - 1/4 =
1/6.

Pour b=3 on obtient 1/c + 1/d = 2/3 — 1/3 = 1/3 avec ¢ = 4 (puisque c¢=3 est impossible) donc 1/c <
1/4etl/d=1/3-1/4=1/12.

Sia=2 alors 1/b+ 1/c + 1/d =1 -1/2=1/2. On en déduit que 1/2 <3/bd’oub=<6etb = 2.

Pour b=6 on obtient 1/c + 1/d =1/2 - 1/6 = 1/3 avec c = b=6 donc 1/c < 1/6 et 1/d = 1/3 — 1/6 = 1/6.
Pour b=5 on obtient 1/c + 1/d = 1/2 — 1/5 = 3/10 avec ¢ = b=5 donc 1/c < 1/5 et 1/d = 3/10 - 1/5 =
1/10.

Pour b=4 on obtient 1/c + 1/d = 1/2 — 1/4 = 1/4 avec ¢ = 5 (puisque c=4 est impossible) donc 1/c <
1/5et1/d=1/4-1/5=1/20.

Pour b=3 on obtient 1/c + 1/d = 1/2 — 1/3 = 1/6 avec ¢ = 7 (puisque c¢=6 est impossible) donc 1/c <
1/7etl/d=1/6 -1/7=1/42.

Conclusion : la plus petite part est au minimum égale a S/42. Elle est obtenue pour a=2, b=3, c=7 et
d=42.

201 (pour tous)

Notons A (respectivement B et C) la somme des chiffres de la colonne des centaines
(respectivement des dizaines et des unités).

En ajoutant les trois nombres écrits horizontalement on obtient 100*A + 10 *B +C =2014.

Si on divise cette égalité par 9 le reste est égal a la somme des chiffres de 2014 soit 24+0+1+4=7.
Mais ce reste est aussi égal au reste de la division par 9 de A+B+C qui est la somme des chiffres
présents dans la grille. Comme la somme de tous les chiffres de 0 a 9 est égale a 45, il faut retirer le
chiffre 2 pour que la somme des chiffres restants ait pour reste 7 dans la division par 9.
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Comme 0+143=4 < B < 7+8+9 = 24 et que la retenue de la colonne des unités vaut au maximum 2,
les valeurs possibles de B augmenté de la retenue de la colonne des unités sont 11 ou 21, et donc la
retenue de la colonne des dizaines vaut 1 ou 2.

Si elle vaut 1 alors A=19=9+7+3 ou 9+6+4 ou 8+7+4 ou 8+6+5 (a I’ordre pres).

Si elle vaut 2 alors A=18=9+8+1 ou 9+6+3 ou 9+5+4 ou 8+7+3 ou 8+6+4 ou 7+6+5 (a I’ordre

pres).

Dans les écritures possibles pour A on observe qu’il y a au moins 1’un des chiffres 7, 8 ou 9 dans la
colonne des centaines. C ne peut donc pas étre égal a 24=7+8+9. Donc C=4=0+1+3 (a I’ordre pres)
ou C=14=9+5+0 ou 9+4+1 ou 8+6+0 ou 8+5+1 ou 7+6+1 ou 7+4+3 ou 6+5+3 (a I’ordre pres).

La retenue de la colonne des unités est donc égaleaOoua 1.

Si C=4=0+1+3, la retenue de la colonne des unités est égale a 0 et B est au moins égal a 4+5+6=15
donc
B=21=9+8+4=9+7+5=8+7+6 (al’ordre pres) et A=18.

Si C=14, la retenue de la colonne des unités est égale a 1 donc B=10 ou B=20.
Mais B=20 entrainerait A=18 d’ou A+B+C=52 au lieu de 43.
Donc B=10=9+1+0=7+3+0=6+4+0=6+3+1=5+4+1 (a l’ordre pres) et A=19.

Pour trouver une solution, commencons par le cas C=0+143, A=18 et B=21.

La somme des chiffres de la premiere ligne doit étre égale a 18 ou a 19.

Choisissons-la égale a 19 donc nécessairement 973 ou 793 en premiere ligne.

Pour 973 il y a nécessairement O et 1 dans la colonne des unités, 6 et 8 dans la colonne des dizaines.
(car B=9+474+5 n’est pas possible) et donc 5 et 4 dans la colonne des centaines.

On obtient une solution : 97344604581 =2014 (qui donne une solution symétrique:
945+768+301=2014).

Avec 793 en premicere ligne on trouve deux solutions : 79345414680 et 793+640+581.

A 10aide dOun programme informatique on peut montrer quOil y a2ugolations

%4#469#478%&478#496#739%&739#748

%;30%631@01#703#415%460#316
1 589 o sBifs 3 sBifs 1 S8 6 offs 1 s 5 Of
4 8 4 8 48 5 6 6 5117 9 3717 9 3
36 1/,/9 o 1llo 1 ol|o 4 8|0 4 8|4 o 6|4 1 5
9 0 5/[3 6 5 5 6 1 o||3 o 1 5|8 o0 6
%&793#793#865%&874#945#97

i 4 1806 4 0%f7 3 offc 3 1847 6 834 6

s g ofifts 8 18#4 1 o5 o o3 o 185 3
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Chassez 10intrus (uniquementpour les secondes

Notons x I’entier qu’Arthur a ajouté deux fois. On a a résoudre 1’équation 2D 4 x = 2015 avec x
compris entre 1 et n. On en déduit : n!!I! s '% I 1. On obtient en multipliant par 8 :
g Net!"i#$ Lot i idon L DL I Wlleg " 1 1111 La seule valeur
entiére pour n est n =62 d’ou I’on déduit ! ! 1"#$ ! % P

Bonus : Soit S=1 I Wiy mmemmyr v (r )y

Onaaussi S=nll (t! 1) (v 1) 00 mmmmy 1

En ajoutant par colonne onobtient: !'1 I (1 1) (v 1)y (v nyr v @rryrrrridon:

e,

Des rectangles avec des tigei (uniquementpour lespremieres et terminales)

Comme il y a 4 c™tZs et quOun c™tZ ne peut pas stle it au moins 5 baguettes.

On voit rapidement que ce nOest pas possible pour n=5 et n=6 mais que cOest possibletpour
n=8.
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Pour n=7Je pZrimstre est Zgal™ | !l I" . On peut former 4 rectangles non aplatis
unde largeurs 3 et 1+2, de longueurs 4+7 et 5+6

un de largeurs 5 et 1+4, de longueurs 2+7 et 3+6

un de largeurs§ et 2+4 de longueurd+7 et3+5

un carrZdde c™tZs 7, 1+6, 2+5 et 3+4.

Pour n=8, le pZrimstre est Zgal” | !l I" . On peut former 7 rectangles naplatis:
un de largeurs 3 et 1+2, de longueurs 7+8 et 4+5+6

un de largeurs 4 et 13; de longueurs 6+8 et 2+5+7

un de largeur$ et 1+4, de longueur6+7 et2+3+8

un de largeurs 6 et 1+5, de longueurs 4+8 et 2+3+7

un de largeurs 7 et 1+6, de longueur8 &t2+4+5

un de largeurs 8 et 1+7, de longueurs 4+6 et 2+3+5

un carrZ de™tZs 1+8+7, 3+6 et 4+5.

La somme des longueurs des tiges doit stre Zgale au pZrimsteetdngle et doit donc stre un entier pai

Il fautdoncquede 1! !'! 01 L (11 1)1 1 I ——soit un entier pair ou encore que 4 divise le
produit n (n + 1). COest seulement le cas quand 4 divise n ou quand 4 divikenn-guand n=4& ou
guand n=4k

Si n=4k-1, on peut former un rectangle de largeurs 3 etchr2il reste alors 4+(4k) = 5+(4k2) = E =
(2k+1)+(2k+2) soit 2(kl) sommes Zgales ~ 4k+3: on peut donc former deux longueurs ZgalE4kk3).
Si n=4kavec! ! !, on peut former un rectangle thrgeurs 3 et 1+2ar il reste alors

4+5+6=7+8

9+(4k) = 10+(4k-1) = E = (2k+4)+(2k+5 soit 2(k2) sommes Zgales ~ 4k+®n peut donc former deux
longueursZgales ~ 15+(K2)(4k+9).

|

Pour pouvoir former un carrZ, le pZrimetre doit «tre multiple de 4, donc n(n+1) doit tre multiple de 8
COest seulement possible si 8 divise n ou si 8 divise n+1.

Si n=8¢1, on a 8¢l=1+(8G2)=2+(8¢3)=E=(4q-1+4q) donc 4q sommes Zgales ~Bgon pet former un
carrZ de c™tZ o8y

Si n=8q, on a 1+8q=2+(81)=3+(8¢2)=E=(4q+4q+1) donc 4q sommes Zgales " 8q-eh peut former ur
carrZ de c™tZ q(8q+1).

Toujours par 17 (pour tous)

Comme 2015 = 17 X 118 + 9, il faut au moins 119 étapes. C’est possible avec 119 étapes.

Les 117 premicres étapes consistent a retourner 17 jetons noirs, il y a ensuite 26 jetons noirs et 1989 blancs
sur la table. Si pour la 118°™
sur la table. En choisissant x = 13, il reste 17 jetons noirs que [’on retourne a la 1 19°™ étape.

étape on retourne x noirs et 17-x blancs, il y aura 26 — x + 17 — X jetons noirs
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Comme2016!! " 1 111" il faut au moins 119 Ztapes.

Mais si ~ une Ztape on retourne x jetons noirs etxljgtons blancs, le nombre de jetons noirs varie de
(17 - x) = 2xD17 qui est un nombre impair. Pour passer de 2016 jetons noirs ~ 0 jetons noirs il faut (
nombre pair dOZtape®nc au moins 120 Ztap&ontrons que cOest possible avec 120 Ztapes.
Les118premisres Ztapes consistent " retourh@jetons noirsjl y a ensuitel0 noirs et 208 blancs sur la
table Si pour la 119" Ztape on retourne x noirs et blancs, il y aura 18x + 17Dx jetons noirs sur la

table. En choisissant x = 5, il reste 17 jetons noirs que 10on retourne *"faZtape.
!

Posonsn=17g+ravéd !'! I" et! I I,

Sir =0, on retourne q fois 17 jetons noirs.

Sinon, il faut au moins q + 1 Ztapes.

Mais $ " une Ztape on retourne X jetons noirs et 2 jetons blancs, le nombre de jetons noirs varie de
(17- x) = 2xD17 qui est un nombre impair. Pour passer de n jetons noirs ~ 0 jetons noirs, le nombre
doit donc avoir la meme paritZ que n.

Si r est impair, g + 1 a la meme paritZ que 179 + r = n, donc q + 1 Ztapes vont suffire

on retourne dOabord Iy fois 17 jetonsil reste ensuite 17 + r jetons nojrsi on retourne ensuite x jeton

noirs et 17x blancs, il restera 17 +Bx + 17Dx jetons noirs en prenant ! '% il reste 17 jetons noirs

que 10on retourne " la (9FF Ztape.

Sir est pair, g + 1 nOa pas la meme paritZ que 17q + r = n, donc il faut au moins q +:2 Ztapes

on retourne dOabord q fois 17 jetahseste ensuite r jetons noirsi on retourne ensuite x jetons Noirs €
17-x blancs, il reterar Bx + 17 Dx jetons noirs en prenant ! :— il reste 17 jetons noirs que I0on retoL

" la (q+2)™° Ztape.
!

Avec des croix (pour tous)

Pour avoir un pZrimetre le plusand possible il faut limiter au maximum les contacts entre les
croix. On peut par exemple aligner les 2015 croix en enfilade comme sur ce dessin fait avec 12
Croix:
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11y a 2014 contacts entre deux croix. Chaque contact ayant pour longueur 3, il retire 6 a la somme des
périmetres des 12 croix. Comme chaque croix a pour périmétre 12, le périmeétre du polygone est égal a :
2015%x12 - 2014 6 = 12096.

Pour avoir un pZrimetre le plus petit possible il faut compacter les croix pouuavmaximum de
contacts, comme sur ce dessin fait avec 12 croix
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Si oncompacte alignements de q croix, ily!d (! ! I)! 11111 1l contacts entre deux croix donc o
obtient un pZrimetre Zgal ~ 12 @6 (2pgEp - q) = 6(p + q).

Eny accolant r croix (avet ! ! ! 1), ilyar+ (¢1) = 2r- 1 nouveaux contacts, donc le pZrimstre
augmente de 12-16 (2r-1) = 6.0n obtient finalemenin pZrimetre Zgdl 6(p + q + 1).

Il faut donc minmiser p + q quand n = pg + ravecr < p.

Pour!"#$ 11 Il 11" I 1" on obtient un pZrimetre Zgal ~ 6 (44+45+1) = 540.

|

SchZma de dZverrouillage (pour tous)

AF =FG=CD=DI=1B=+5,6C=2V2,BH=2¢tHE=1.La ligne a pour longueur:
5v5 + 2v2 + 3 = 17,009.

Pour avoir la plus petite longueur, il faut joindre les points par des segments de longueur Zgale " 1
par exemple la ligne ABCFEDH. On obtient une longueur Zgale ™ 8.

Les segments joignant deux points ont pour longueurs possibles : 1, V2, 2,5 etVs.
Une ligne brisée est formée de 8 segments ; pour trouver la plus grande longueur il faut choisir un maximum

de grands segments, mais il faut au moins un segment de longueur 1 ou V2 pour joindre le point E.
Premier cas : il y a deux segments de longueur V8 (joignant deux sommets opposés). Il y a alors au
maximum 4 segments de longueur V5 (car ces segments partent d’un sommet du grand carré). On peut

compléter par 2 et 1 (mais pas V2 ) pour obtenir la longueur 2V8 4+ 4V5+3=176. Exemple : la ligne
EHCGBIAFD.

S’il n’y a que 3 segments de longueur V5 , on peut compléter avec 2 segments de longueur 2 et un de
longueur V2 pour obtenir 2v8 4 3v5 + V2 4+ 4 = 17,78 . Exemple : la ligne EIAFDCGBH.
Si on compléte avec 2 fois 2 et 1 on obtient seulement 28 +3V5+5 = 17,365.

Avec au plus 2 segments de longueur V5 la ligne est plus courte.

Deuxiéme cas : il y a un seul segment de longueur V8.1l y a alors au maximum 6 segments de longueur V5
et on compléte par 1 pour obtenir V84 6V5 + 1 = 17,245. Exemple : la ligne EBGFAIDCH.

S’il y a 5 segments de longueur V5 on peut compléter par 2 et V2 pour obtenir V8+5V5+V2+2=
17,42. Exemple : la ligne EIAFGBHCD.

Avec au plus 4 segments de longueur V5 la ligne est plus courte.

Troisieme cas : il n’y a pas de segment de longueur V8.1l y a alors au maximum 7 segments de longueur
V5 et on compléte par V2 pour obtenir 7V5 +V2 = 17,067. Exemple la ligne EAFGBIDCH. Avec au

plus 6 segments de longueur\/g la ligne est plus courte.

La ligne la plus longue a donc pour longueur 17,78 cm. Il existe au total 11 longueurs supérieures a 17 :
celle donnée en exemple, les 6 précédentes et 4 autres : 2v8 4+ 3vV5 + 2V2 + 2 = 17,193 ,V/8 4+ 4V5 +
V2 +4=17,187,2V8+2V5+7 = 17,129 et 2V8 + 4V5 + V2 + 1 = 17,015.
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LIMOUSIN

Les corrigZs LYCfE

Les nombres triangulaires

1. Pour tous

a) T(5) =15, T(6) =21, T(7) =28, T(8) = 36.
BT(N)=1+2+E+ (nl) +n.

c) T(63)= 63"32 = 2016.

d) T(8) = 36 = 6#, T(49) = 1225 = 35#, T(288) = 41616 = 204# , E

Il en existe une infinitZ. Une solution dZtaillZe figure page 75 du:livre

Le Tournoi MathZmatique du Limousin, Sujets et corrigZs des problemes de 1996 ~ 2010, ZditZ
chez Pulim.

2. Uniquement pour les premieres et les terminales :

e) T(n)# T(n-1)# = (n(n+1)/2#(n(n-1)/2)# = A 5
On en dZduit que la somme des cubes des n premiers entiers positifs est Zgale ™ T(n)#.

f) Si n=20qg+r avec r compris entre 0 et 19 on calctiig) = (n# + Ji2 =200g# + 20gr + 10q + T(r)
T(n) a donc le meme chiffre des unitZs que T(r). Il suffit donc de calculer le chiffres des unitZs des
T(r) pour r compris entre O et 19,1,3,6,0,5,1,8,6,5,5,6,8,1,5,0,6,3,1,0.

Les nombres triangulaires peuvent donaesminer par les chiffres 0,1,3,5,6,8 mais pas par les
chiffres 2,4,7,9.
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Il neige des floconsE de Von Koch!

1. La figure 1 a pour pZrimstre 36n. 5 5
Dans la figure 2 y a 12 segments de longueucrh, son pAmetre est donc Zgal = 48m.
Dansla figure 3 il y a4"12 = 48 segments de longueur 4f8,son pZrimetre est donc Zgal = 6.

2. Quand on passe dOune figure " la suivante, le nombre de segments est multipliZ par 4 alors que
longueur de chaque segment est divisZe par 3. Le pZrgsttdonc multipliZ par 4/3.

Pour la figure 4 on obtient 644/3 = 256/3cm.

Pour la figuren on obtient36" (4/3)™* (suite gZomZtrique de raison 4/3).

3. Pour passer de la figure 1~ la figure 2 on ajoute " IOextZrieur 3 triagglikgZtaux de c™Zgal *
4 cm. Chacun de ces triangles a donc une aire Zgale ~ A/9. LOaire de la figure 2 est donc Zgale ~
A+3A/9 = 4A/3.

Pour passer de la figure 2 (esit formZe dé2 segments) ~ la figure 3 on ajoute " I0extZrieur 12
triangles ZquilatZraux de c™tzlZgt/3 cm. Chacun de ces triangles a donc une aire Zgale ~ A/81.
LOaire de la figure 3 est donc Zgale ~ 4A/3 + 12A/81 = 40A/27.

Pour passer de la figurel (qui est formZe d&"4™ segments) " la figure on ajoute "~ |OextZrieur
3"4™2 triangles ZqilatZraux de c™tZ Zgal73a** cm. Chacun de ces triargla donc une aire Zgale
~ A/9"™. LBaire de la figureest donc Zgaletl(n) = u(rl) + 3"4"'A /9™ = u(n1) + A/3 " (4/9)+?
Avec u(l) = A on obtient u(n) = A + A/3 (1 + 4/9 + E + (4/9)) = 8BA/5D3A/5 " (4/9)"™*,

LOinvasion des 1

1.
1"1"1"1"1"1=1
1+1"1"1"1"1=2
1+1+1"1"1"1=3
1+1+1+1"1"1=4
1+1+1+1+1"1=5
1+1+1+1+1+1=6
L+1)"(1+1+1)+1=7
(L+1)"(1+1+1+1)=8
(L+1+1)"(1L+1+1)=9

2. En remplasant le premier 1 par 1 " 1 dans les ZgalitZs prZcZdentes on peut dZj" obtenir tous les
entiers de 1~ 9 avec exactement 7 fois 1. On a de plus :
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1+1)"(1+1+1+1+1)=10
(1+1+1)"(1+1+1+1)=12

On ne peut pas obtenir 11 ni les ent&rictemensupZrieurs ™ 12.
3. Avec 10fois le nombrel on peut obtenir36 4 +1+1)" (1 +1+1)(1+1+1+1).

4. 0n peut obtenir 2016 avec 22 fois le nombre 1

2016 =(1+1+1)"(1+1+1) (L+D"(1+1+1)+1)" (1+1)"(1+1+1+D"(1+1+1+1)
Avec 21 fois le nombre 1 on peut obteri=32187 mais si on remplace 3"3 par 2"4 on nOarrive qu®”
1944,

5.(1 + E + 1) avec n fois lest plus petitque (1+141(1+ E + 1)avec r3 fois 1 entre les
deuxiemes parentheses si n < 3*@) c'est"-dire n > 4.

On peut remplacer (1 +41 + 1)par (1 +1) " (1 + ).

(1+1)"(1+D" (1+1)estplus petit qugl +1 +1)" (1+1+1)

Par suite, quand on Zcrit @ntier N comme un produit dOentiers en utilisant le minimum de 1, il y a
des 3 et au maximum deux fois 2 plus grand entied quOon peut obtenir avec exactement n fois le
nombre lest:

-sin=3k, N=3F=(1+1+1)"(1+1+1) E" (1+1+1)aveck fois (1 + 1+ 1).

-sin=3k+1, N=4"3""= (1 +1)"(1+)" @A +1+1)"E" (1+1+1)avec ki fois (1 +1 +1).
-sin=3k+2, N=2"3=(1+2)"(1+1+1)" E" (1+1+1)aveckfois(1+1+1).

COest renversant

1.
a) Pa exemple S = 451 + 672 + 893 =2016 qui donne SO = 154 + 276 + 398 = 828.
Ou bien S = 312 + 746 + 958 = 2016 qui donne SO =213 + 647 + 859 = 17109.

b) Notons A la somme des chiffres des centaines des 3 nombres choisis par LZon, B la somme d¢
chiffres des dizaines et C la somme des chiffres des unitZs. On a donc S = 100A + 10B + C et SO |
100C + 10B + A.

De plus, A+B+C = 1+2+E+9 = 45. On en dZduit S=99A + 9B + 45 = 9(11A+B)+45.

Par suite S = 2016 est Zquivalent ~ 11A+B=219.

De plus, les sommes A, B ets0nt comprises entre 1+2+3 = 6 et 7+8+9 = 24 donc A est compris eni
(219-24)/11 $ 17,7 et (218)/11 $ 19,4 . Par suite il nOy a que deux possibilitZs:

A=18, B=21, C=6 qui donne SO = 828

A=19, B=10, C=16 qui donne SO = 17109.

2.

a) Avec les notations gicZdentes, SO=S est Zquivalent ~ A=C. On a alors BA dSoe S =
81A+450.

Mais 2A = A+C | 1+2+E+6 = 21 et 2A % 4+5+E+9 = 39 donc 11 % A % 19. Il y a 9 possibilitZs
pour A donc 9 possibilitZs pour. 3341, 1422, 1503, 1584, 1665, 1746, 1827, 1908).198

b) Iy a deux possibilitZs pour SO quand il y a deux triplets (A,B,C) donnant S.
S =100A + 10B + C = 100A0 + 10BO + CO avec A+B+C= 45 d@heRB1(AD).
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Puisque B et BO sont compris entre 6 et 243||BE18. La seule possibilitZ avec A < AQarst AO
= A+1 dOo* BO =Bl et CO = C+10. Comme B, BO, C et CO sont compris entre 6 et 24, cela
impose:

17 % B % 24 et 6 % C % 14. On en dZduit 23 % B+C % 38 donc 7 {BAC) %622,

Il y a donc 8"9=72 couples (B,C) possibles (A sOen dZduit)idpac72 sommes S qui donnent
deux SO.

On les calcule par la formule S = 45000BD99C pour B variant de 17 ~ 24 et pour C variant de 6
" 14, puis on les trie par ordre croissant :

954, 1044, 1053, 1134, 1143, 1152, 1224, 1233, 1242, 1251, 1314183231341, 1350, 1404,

1413, 1422, 1431, 1440, 1449, 1494, 1503, 1512, 1521, 1530, 1539, 1548, 1584, 1593, 1602, 161
1620, 1629, 1638, 1647, 1683, 1692, 1701, 1710, 1719, 1728, 1737, 1746, 1782, 1791, 1800, 180
1818, 1827, 1836, 1881, 1890, 18990891917, 1926, 1980, 1989, 1998, 2007, 2016, 2079, 2088,
2097, 2106, 2178, 2187, 2196, 2277, 2286, 2376
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