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Pré-requis :Se
onde : Notions de divisibilité sur les entiers� Propriété 1 : Soit a; b; 
 trois entiers relatifs. Si a divise b et b+ 
, alors a divise 
.Preuve : Si a divise b et b+
, alors il existe k1 et k2 tels que b = k1a et b+
 = k2a.Don
 
 = (b+ 
)� b = k2a� k1a = (k2 � k1)a et a est un diviseur de 
.� Dé
omposition en produit de fa
teurs premiersTerminale S :� E
riture des entiers dans la base b, où b 2 Nnf0; 1g� Utilisation du modulo� Théorème de GaussUn 
ritère de divisibilité est un moyen te
hnique permettant de déterminer si un nombreen divise un autre. Naturellement, il n'y a pas uni
ité du 
ritère ; ainsi, nous proposerons parfoisdi�érentes appro
hes pour un même 
ritère.Les preuves sont faites sur des nombres quel
onques mais de taille �xée. La généralisation àtous les nombres n'est qu'une question de notation ; 
ette dernière serait alors di�
ile à assimilerpour les élèves.La première partie n'est pas reproduite dans la partie réservée aux élèves de Terminale S.Son 
ontenu peut naturellement être repris et adapté aux nouvelles notations.Cette �
he n'est pas un tout ; on peut en séle
tionner une partie à sa 
onvenan
e.1 Critères en Se
ondeParlons-nous le même langage ?Les questions qui suivent permettont de faire une petite mise au point :� Qu'est-
e qu'un 
hi�re ? Un nombre ?� 5 est-il un nombre ?� Dans 234, quel est le 
hi�re des dizaines ?1.1 NotationSoit n un entier naturel ; il existe k 2 N et k 
hi�res a1; a2; : : : ; ak 2 f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9gtels quen = ak10k + ak�110k�1 + � � �+ a2100 + a110 + a0 est noté n = akak�1 � � � a2a1a0La juxtaposition de 
es k 
hi�res est l'é
riture du nombre n (en base 10). Le 
hi�re a0 est le
hi�re des unités, a1 
elui des dizaines, a2 
elui des 
entaines, et
.Exemple : Soit n = 35765 alors n = a4a3a2a1a0 ave
 a0 = 5, a1 = 6, a2 = 7, a3 = 5, a4 = 3.Exer
i
e 1.1.1 Pour se familiariser ave
 la notation :1. Soit n = 347526. Donner a3.2. Si n est dé�ni par a0 = a2 = 2, a1 = 5 et a3 = 7, donner le nombre n.3. Redé
omposer 213 en somme de puissan
es de 10.Page 2
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i
e 1.1.2 Introdu
tion de l'uni
ité de l'é
riture d'un nombre :A quelles 
onditions sur a; b; 
, les nombres ab
 et 
ba sont égaux ?Exer
i
e 1.1.3 Soit n = m
du. Montrer que n = m
d� 10 + u.Exer
i
e 1.1.4 Parmi les nombres suivants, lesquels sont formés de 3 
hi�res identiques : 123,111, 300, 777. E
rire de façon formelle un nombre formé de 3 
hi�res identiques.Véri�er que les nombres suivants sont divisibles par 37 :1. Les nombres formés de 3 
hi�res identiques.2. Les nombres formés de 2 séquen
es de 3 
hi�res identiques.Expliquer.Indi
ation : Mettre en fa
teur le nombre 111 et 
onstater que 37 divise 111Exer
i
e 1.1.5 Véri�er que 20072007 et 17921792 sont divisibles par 73. Expliquer, puis donnerdeux autres nombres de 8 
hi�res multiples de 73.Indi
ation : Mettre en fa
teur 10001.Exer
i
e 1.1.6 Donner plusieurs nombres ayant 5 pour 
hi�re des unités et 
al
uler leur 
arré.Quels sont leurs 
hi�res des dizaines ? Le démontrer.1.2 Quelques 
ritères simplesCritère de divisibilité par 5 :n est divisible par 5 , son 
hi�re des unités est 0 ou 5Preuve : Soit n = ab
d. Comme 5 divise 10 et n = ab
 � 10 + d (Exer
i
e 1.1.3),alors 5 divise ab
� 10. La Propriété 1 donne :5 divise n , 5 divise dLes seuls 
hi�res divisibles par 5 sont 0 et 5, d'où le résultat.Critère de divisibilité par 4 : 4 divise a1a0 ou en
ore 4 divise 2a1 + a0Preuve : Soit n = ab
d. Comme 10 = 2� 4 + 2 et 100 = 25� 4, nous avonsn = ab� 100+ 
10+d don
 n = ab� 25� 4+ 
d et n = (ab� 25+ 
� 2)� 4+2
+dLa Propriété 1 donne que 4 divise n si et seulement si 4 divise 
d ou en
ore si etseulement si 4 divise 2
+ d.Exer
i
e 1.2.1 Déterminer les valeurs du 
hi�re x telles que le nombre 546x8 soit un multiplede 4.Exer
i
e 1.2.2 Etablir le 
ritère de divisibilité par 8 suivant :8 divise ab
de si et seulement si 8 divise 4
+ 2d+ e.Indi
ation : Utiliser le fait que 10 = 8 + 2, 100 = 12� 8 + 4 et 1000 = 125� 8.1.3 Petite généralisationIdée générale : En pratique, trouver un 
ritère de divisibilité par un nombre d revient à trouverune relation exploitable entre d et les puissan
es de 10.Exemple :� Pour 5, nous avons remarqué que 5 divise 10 et don
 aussi que 5 divise 10k pour tout kdans N� . Ainsi, grâ
e à la Propriété 1, il su�t de 
onsidérer uniquement le 
hi�re des unitéspour établir un 
ritère. Page 3
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ée - version 3 - Avril 2008� Pour 4, nous avons : 4 divise 100 ...Critère de divisibilité par 9 : 9 divise ak + ak�1 + � � � a2 + a1 + a0n est divisible par 9 , la somme des 
hi�res de son é
riture est divisible par 9Preuve : Soit n = ab
d. Montrons que 9 divise n � (a + b + 
 + d). On note que10 = 9 + 1 et pour tout k 2 N, 9 divise 10k � 1.n� (a+ b+ 
+ d) = a103 + b102 + 
10 + d� a� b� 
� d= a(103 � 1) + b(102 � 1) + 
(10 � 1)Le nombre 9 divise 
ha
un des trois termes de la somme obtenue ; don
 9 divisen� (a+ b+ 
+ d). La Propriété 1 permet de 
on
lure :9 divise n , 9 divise a+ b+ 
+ dExer
i
e 1.3.1 Etablir le 
ritère de divisibilité par 3 suivant3 divise ab
de si et seulement si 3 divise a+ b+ 
+ d+ e.Indi
ation : Pour tout k 2 N, 3 divise 10k � 1Exer
i
e 1.3.2 Critère de divisibilité par 11Soit n = ab
d et m = a� b+ 
� d la somme alternée de ses 
hi�res.1. Montrer que pour tout k 2 N, 11 divise 10k � (�1)k2. Montrer que n+m est un multiple de 11.3. En déduire quen est divisible par 11 si et seulement si la somme alternée de ses 
hi�res l'est.Exer
i
e 1.3.3 Les nombres 123, 1234 sont-ils divisibles par 6 ?Indi
ation : Utiliser la dé
omposition de 6 en produit de fa
teurs premiers2 Critères en Terminale S (spé
ialité)2.1 NotationL'expression mathématique "a = b (mod 
)" se dit "a est 
ongru à b modulo 
" et est dé�niepar : il existe un entier relatif k tel que a = b+ k � 
.Ainsi, on note que le nombre a divise b se traduit par b = 0 (mod a).Soit b et n, deux entiers naturels ; il existe k 2 N et k nombres 
ompris entre 0 et b � 1,a1; a2; : : : ak tels quen = akak�1 � � � a2a1a0b = akbk + ak�1bk�1 + � � �+ a2b+ a1b+ a0La juxtaposition de 
es k nombres est l'é
riture du nombre n en base b. Dans le 
as de la base 10ou si le 
ontexte est 
lair, on s'autorise à omettre la notation de la base dans l'é
riture du nombre.Exemple : Soit n = 10011012 alors n = 26 + 23 + 22 + 20 = 98 = 9810.Exemple : Soit n = 43218 = 64037 = 142416 = 330125 = 1231014 = 100021213 =1000110100012 = 225710 = 2257.Page 4
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ritères originauxTravaillons sur un 
ritère de divisibilité par 7 en restant 
onforme à la première partie :Cher
her un lien intéressant entre 7 et une puissan
e de 10 : 7 divise 1001Ainsi, on a 103 = �1 (mod 7). On en déduit :pour tout k 2 N; 103k = (�1)k (mod 7) ou en
ore 7 divise 103k � (�1)kCritère de divisibilité par 7 : 7 divise � � � a11a10a9 � a8a7a6 + a5a4a3 � a2a1a0n est divisible par 7 , la somme alternée des groupes de 3 
hi�res de son é
riture l'estPreuve : (se
onde) Soit n = gfed
ba. ; posons le nombre m = �g + fed � 
ba etmontrons que 7 divise n+m :n+m = gfed
ba= g � 106 + fed103 + 
ba� g + fed� 
ba= g � (106 � 1) + fed(103 + 1)Or 7 divise 
ha
un des deux termes de la somme obtenue ; don
 7 divise n +m. LaPropprièté 1 permet de 
on
lure :7 divise n , 7 divise � g + fed� 
baPreuve : (terminale) Soit n = gfed
ba = g106 + fed103 + 
ba. Nous avons 106 = 1(mod 7) et 103 = �1 (mod 7), don
 :n = g � fed+ 
ba (mod 7)Con
lusion : 7 divise n si et seulement si 7 divise g � fed+ 
ba.En pratique, 
e 
ritère permet de réduire fa
ilement tout nombre à un nombre inférieurà 1000. Ainsi, la re
her
he de divisibilité restante est largement a

essible. Toutefois, on peutalourdir le 
ritère en rajoutant :7 divise 
ba , 7 divise 2
+ 3b+ aIndi
ation : 100 = 2 (mod 7) et 10 = 3 (mod 7)Exer
i
e 2.2.1 Déterminer les valeurs des 
hi�res x et y telles que 4534x95y5 soit divisiblepar 7.Exer
i
e 2.2.2 Déterminer un 
ritère de divisibilité par 13, 33, 73.Indi
ation : On a 1000 = �1 (mod 13), 100 = 1 (mod 33) et 10000 = �1 (mod 73)Exer
i
e 2.2.3 Dire si les nombres n=296235480, m=26750955 sont divisibles par 10, 12, 33et 165.Exer
i
e 2.2.4 Déterminer les valeurs du 
hi�re x telles que 2675x955 soit divisible par 15.Exer
i
e 2.2.5 Donner un nombre supérieur à 100 qui soit divisible par 4 et par 6 mais pas par24. Expliquer 
e résultat en relation ave
 le Lemme de Gauss. Page 5
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ée - version 3 - Avril 20082.3 Algorithmes en guise de 
ritèresI
i, nous mettons en avant une te
hnique qui 
onsiste à itérer une régle de 
al
ul jusqu'à 
eque la divisibilité soit fa
ile voire évidente.Pro
édons sur le 
as du 
ritère de divisibilité par 7.Cher
hons un lien intéréssant entre 7 et un multiple de 10 : 7 divise 2� 10 + 1Critère de divisibilité par 7 : Prendre le nombre sans le 
hi�re des unités, auquel onretire 2 fois l'unité enlevée. Ainsi de suite jusqu'à obtenir un multiple évident.7 divise gfed
ba , 7 divise gfed
b � 2aPreuve : Soit n = d
ba. Nous avons l'égalité suivant modulo 7 :n = d
ba = d
b� 10 + a = d
b� 10 + a� 21a = d
b� 10 � 20a (mod 7)Comme 10 est premier ave
 7, le Lemme de Gauss nous permet d'é
rire :n = 0 (mod 7) , d
b� 2a = 0 (mod 7)Ce qui est le résultat attendu.Exemple : Considérons le nombre 16415. Ce nombre est divisible par 7 si et seulement lenombre 1631 (= 1641 � 2� 5) l'est, si et seulement si 161 (=163 - 2) l'est, si et seulement si 14(=16-2) l'est : 
e qui est vrai. Don
 16415 est un multiple de 7.Exer
i
e 2.3.1 Appliquer 
e 
ritère de divisibilité par 7 à 12345 et 2345.Exer
i
e 2.3.2 De la même façon, exhiber un 
ritère de divisibilité par 11, 13, 17 et 19.Indi
ation : On a 13 divise 39 et 17 divise 51Exer
i
e 2.3.3 Voi
i un 
ritère de divisibilité par 7. Appliquer le 
ritère sur l'exemple 287et justi�er son fon
tionnement :Multiplier le 
hi�re de gau
he par 3 et l'ajouter au 
hi�re suivant. Rempla
er les deux
hi�res utilisés par le résultat. Re
ommen
er jusqu'à obtenir un nombre à un 
hi�re.Le nombre initial est divisible par 7 si et seulement si le 
hi�re obtenu est 7.2.4 Dans les autres basesLa démar
he est exa
tement la même et 
ertains 
ritères peuvent dire
tement être réinvestis.Par exemple :Critère de divisibilité par 2 en base 3 :n est divisible par 2 , la somme des 
hi�res de son é
riture en base 3 est divisible par 2Indi
ation : 2 = �1 (mod 3) similaire à 9 = �1 (mod 10)Critère de divisibilité par 3 en base 2 :n est divisible par 3 , la somme alternée des 
hi�res de son é
riture en base 2 est divisiblepar 2Indi
ation : 3 = 1 (mod 2) similaire à 11 = 1 (mod 10)Exer
i
e 2.4.1 Déterminer un 
ritère de divisibilité par 4 et 5 en base 2.Page 6
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ée - version 3 - Avril 2008Proposition de solutionsSolution 1.1.11. Si n = 347526 alors a3 = 7.2. Si n est dé�ni par a0 = a2 = 2, a1 = 5 et a3 = 7, alors n = 7252.3. On a 213 = 2� 100 + 10 + 3� 1 ou 213 = 2� 102 + 1� 101 + 3� 100.Solution 1.1.2 ab
 = 
ba si et seulement si a = 
.Solution 1.1.3 m
du = m�103+
�102+d�10+u = (m�102+
�10+d)�10+u = m
d�10+u.Solution 1.1.4 Si n est un nombre formé de 3 
hi�res identiques, alors il existe un 
hi�re a telque n = aaa.1. Soit n = aaa ; alors n = a� (100+10+1) = a� 111. Or 111 = 37� 3, don
 n = a� 3� 37est un multiple de 37.2. Les nombres formés de 2 fois 3 
hi�res identiques s'é
rivent : aaabbb ave
 a; b deux 
hi�res.Soit n = aaabbb, on a n = a�111�1000+b�111 = (a�1000+b)�111 = (a�1000+b)�3�37qui est don
 un multiple de 37.Solution 1.1.5 On remarque que 20072007 = 2007 � 10001 et 17921792 = 1792 � 10001.Comme 10001 = 73 � 137, 
es deux nombres sont des multiples de 73. Il en est de même pourtout nombre de la forme ab
dab
d 
omme 12341234 et 43214321.Solution 1.1.6 Les nombres 15, 245,105 
onviennent : 152 = 225, 2452 = 60025 et 1052 = 11025.Le 
hi�re de dizaine des 
arrés est toujours 2.En fait, il su�t de le montrer sur les nombres s'é
rivant ave
 deux 
hi�res (< 100), 
ar le
hi�re des dizaine d'un 
arré ne dépent que du 
hi�re des unité et 
elui des dizaines. Soit n = d5 :n2 = (d� 10 + 5)2 = d2 � 100 + 2� d� 10� 5 + 52 = (d2 + d)� 100 + 25L'é
riture du nombre n2 se termine par 25.Solution 1.2.1 Le 
ritère de divisibilité par 4 donne :4 divise 546x8 , 4 divise 2x+ 8Comme 4 divise 8, la Proprièté 1 donne que 4 divise 2x et don
 2 divise x. Les solutionssont f0; 2; 4; 6; 8g.Solution 1.2.2 Soit n = ab
de. Comme 10 = 8 + 2, 100 = 12 � 8 + 4 et 1000 = 125 � 8, nousavonsn� (4
 + 2d+ e) = ab� 1000 + 
(100 � 4) + d(10 � 2) + e� e = �ab� 125 + 
12 + d�� 8Ainsi, 8 divise n� (4
+ 2d+ e) ; la Propriété 1 permet de 
on
lure.Solution 1.3.1 Pour tout k 2 N, 9 divise 10k � 1. Nous savons que 3 divise 9, alors pour toutnombre k 2 N, 3 divise 10k�1. On montre, 
omme dans la preuve du 
ritère de divisibilité par 9,que 3 divise n� (a+ b+ 
+ d+ e). La propriété 1 permet de 
on
lure.Solution 1.3.21. Traitons séparément les 
as où k est pair et impair :� Cas où k = 2p :102p � (�1)2p = 102p � 1 = 10 : : : 0| {z }2p 
hi�res 0 �1 = 99 : : : 99| {z }p 
ouples de 
hi�res 99= 9� 11� 101:::01| {z }p 
ouples de 
hi�res "01"Don
 11 divise 102p � (�1)2p.� Cas où k = 2p+ 1 : 102p+1 � (�1)2p+1 = (102p � 1 + 1)� 10 + 1 = 10� (102p � 1) + 11Les deux termes sont divisibles par 11, don
 102p+1 � (�1)2p+1 aussi. Page 7
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ée - version 3 - Avril 20082. Travaillons sur l'é
riture de n+m :n+ (a� b+ 
� d) = a103 + b102 + 
10 + d+ a� b+ 
� d= a(103 + 1) + b(102 � 1) + 
(10 + 1) + d(1 � 1)= a(103 � (�1)3) + b(102 � (�1)2) + 
(10 � (�1))Le nombre 11 divise 
ha
un des trois termes de la somme obtenue ; don
 11 divise n+m.3. La Proprièté 1 permet de 
on
lure11 divise ab
d , 11 divise a� b+ 
� dSolution 1.3.3 On note que 6 = 2 � 3. Comme 2 ne divise par 123, 6 non plus. De plus, 3 nedivise pas 1234 don
 6 non plus.Solution 2.2.1 On a 4534x95y5 = �453+4x9�5y5 = �549+10(x�y) = 4+3(x�y) (mod 7)7 divise 4534x95y5 , 4 + 3(x� y) = 0 (mod 7) , 3(x� y) = 3 (mod 7)D'après le Lemme de Gauss, 
omme 3 et 7 sont premiers entre eux, l'équation devientx = y (mod 7)Les 
ouples solution sont : (x; y) 2 f(0; 7); (1; 8); (2; 9); (7; 0); (8; 1); (9; 2)g.Solution 2.2.2 Critères de divisibilité par 13,33,73� par 13 : on observe que 13 divise 1001 ainsi 1000 = �1 (mod 13) : la démar
he e�e
tuéepour le 
ritère de divisibilité par 7 peut être entièrement réutilisée.n est divisible par 13 , la somme alternée des groupes de 3 
hi�res de son é
riture l'est� par 33 : on observe que 33 divise 99 ainsi 100 = 1 (mod 99) : On peut s'inspirer de ladémar
he e�e
tuée pour le 
ritère de divisibilité par 9.n est divisible par 33 , la somme des groupes de 2 
hi�res de son é
riture l'est� par 73 : on observe que 73 divise 10001 ainsi 10000 = �1 (mod 73) : la démar
he e�e
tuéepour le 
ritère de divisibilité par 7 peut être adaptée aux groupes de 4 
hi�res.n est divisible par 73 , la somme alternée des groupes de 4 
hi�res de son é
riture l'estPuis nous pouvons ajouter un test de 
l�ture pour les nombres inférieurs à 10000 :73 divise ab
d , 73 divise 51a+ 27b+ 
dSolution 2.2.3 Le Lemme de Gauss est un outil intéressant pour 
roiser des 
ritères de divisi-bilité. Nous l'utilisons pour répondre à l'exer
i
e.� La dé
omposition en fa
teurs premiers de 10 est 2 � 5. Don
, le 
ritère de divisibilité par10 revient à appliquer 
elui par 2 puis 
elui par 5 : le 
hi�re des unités doit être divisiblepar 2 et 5 ; don
 il est nul. Ainsi, 10 divise n mais pas m.� On a 12 = 3� 4. Le nombre m ne véri�e pas le 
ritère de divisibilité par 4, 
ar 4 ne divisepas 55. Le nombre n véri�e les 
ritères par 4 et 3. Comme 3 et 4 sont premiers entre eux,on en déduit que n est divisible par 12 pas pas m.� On a 33 = 3 � 11. Le nombre n ne véri�e pas le 
ritère de divisibilité par 11 et m véri�eles 
ritères par 3 et 11. Comme 3 et 11 sont premiers entre eux, on en déduit que m estdivisible par 33 mais n ne l'est pas.Page 8
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ée - version 3 - Avril 2008� On a 165 = 3 � 5 � 11. La nombre m véri�e le 
ritère de divisibilité par 5. Comme 5 estpremier ave
 33 = 3� 11, m est divisible par 165 mais pas n qui n'est pas divisible par 11.Solution 2.2.4 Le nombre n = 2675x955 se termine par 5 : 
'est un multiple de 5. Comme15 = 3 � 5 et que 3 est premier ave
 5, le Lemme de Gauss permet de réduire le problème à
her
her les valeurs du 
hi�re x telles que n soit un multiple de 3 :2675x955 = 2 + 6 + 7 + 5 + x+ 9 + 5 + 5 = 39 + x = x (mod 3)Les valeurs solutions sont x 2 f0; 3; 6; 9g.Solution 2.2.5 Exemple : 156 est un multiple de 4 et 6 mais pas de 24. En e�et, 4 et 6 ne sontpas premiers entre eux, don
 le lemme de Gauss ne s'applique pas.Solution 2.3.1 Appliquons le 
ritère "itératif" aux deux nombres :7 divise 12345 , 7 divise 1224 7 divise 2345 , 7 divise 224, 7 divise 114 , 7 divise 14, 7 divise 3Don
 12345 n'est pas divisible par 7 mais 2345 l'est.Solution 2.3.2 Critères de divisibilité par 11,13,17,19� Par 11 : on a 11 = 10+111 divise ab
def , 11 divise ab
de� f� Par 13 : on a 13 divise 40� 113 divise ab
def , 13 divise ab
de+ 4f� Par 17 : on a 17 divise 50 + 117 divise ab
def , 17 divise ab
de� 5f� Par 19 : on a 19 = 20 � 119 divise ab
def , 19 divise ab
de+ 2fSolution 2.3.3 Appliquons le 
ritère sur le nombre 278, la suite des nombres obtenus est :(3� 2 + 7 = 16) 168 �! 98 �! 35 �! 14 �! 7Le 
ritère repose sur le fait que 10-7= 3 :ab = a� 10 + b = a� 10 + b� 7a = a(10 � 7) + b = 3a+ b (mod 7)Solution 2.4.1 Critère de divisibilité par 4 et 5 en base 2� Par 4 : On a 4 = 22 don
4 divise ab
def2 , 4 divise ef2 , e = f = 0� Par 5 : On a 22 = �1 (mod 5) don
5 divise ab
def2 , 5 divise � ab2 + 
d2 � ef2n est divisible par 5 en base 2 , la somme alternée des groupes de 2 
hi�res de soné
riture en base 2 l'est Page 9


