Références a la suite dite "de Fibonacci” dans les manuels scolaires
Marc Moyon, IREM de Limoges

Stage "histoire des mathématiques et algorithmique”
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La « suite de Fibonacci » Figure 1: Odyssée, 2"

. . . . . p N S, Hatier, 2010, p. 14.
La suite de Fibonacci est une suite de nombres, dont les deux premiers sont égaux a 1

et chaque terme suivant est égal a la somme des deux termes qui le précedent.
Les premiers termes de cette suite sont: 1, 1, 2 (=1+1), 3 (=142), 5 (=2+3), 8 (=3+5), 13 (=5+8),...

Le programme ci-dessous réalise cette suite.

a,b,c=1,1,0

while ¢<20:
a,b,c=b,atb,c+l
print b,

On pourra I'exécuter pas a pas afin de comprendre le role de chaque variable.

Dans cet exemple, les variables a et b contiennent a chaque itération deux termes consécutifs
de la suite. La variable ¢ est un compteur de boucles.

REMARQUE
La virgule apres I'instruction print permet d’afficher les résultats sur une méme ligne.

1 . 5, e
La suite de Fibonacci Flguré 2: Odyssée, 1
S, Hatier, 2011, p. 14;
La suite de Fibonacci est une suite de nombres, dont les deux premiers sont égaux a 1 et chaque terme 1¢ ES/1, Hatier, 2011,

suivant est égal a la somme des deux termes qui le précedent.
Les premiers termes de cette suitesont:1;1;2 (=1+1) ;3 (=142) ; 5 (=2+3) ; 8 (=3+5) ; 13 (=5+8) ; ...

Ecrivons un programme qui prend un entier 7 en entrée et affiche les n premiers termes de cette suite.

p- 16.

Python* Scilab
1 [n=input("n=")
2 |la=1
3 |b=0
n=input ("n=") 4 |c=0
a,b,e=1,0,0 5 while c<n
while e<=n: 6 u=a+b
a,b,c=b,at+b,c+l 7 a=b
print b, 8 b=u
9 afficher(uw)
10 c=c+1
11 |end
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* En Python, la virgule apres I'instruction print permet d’afficher les résultats sur une méme ligne.
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Au xmr® siécle, le mathématicien Léonard de Pise, dit Fibo-
nacci, ecrivait : « Un homme met un couple de lapins dans
un lieu isolé de tous les cotés par un mur. Combien de cou-
ples obtient-on en un an si chaque couple engendre tous les
mois un nouveau couple a compter du troisiéme mois de
son existence ? ».. Fibonacci constata que le nombre F, de
couples de lapins qu'on peut attendre au hout de n généra-
tions différe peu du m®™¢ terme d'une suite géometrique de

1+\/§
2

une etape constitutive de la science appelée déemographie.
Depuis lors, la suite de Fibonacci est la plus célébre de tou-
tes ; on la retrouverait méme dans la nature, par exemple
dans la disposition en spirale des étamines du tournesol.

1+\/§

Sachez par ailleurs que 5 est nommeé Nombre d'Or, et

qu'a partir du xv® siécle en Europe, il est devenu une vedette
rebaptisée "Divine proportion”, dont on se servait en art et
en architecture...

raison . Ces résultats peuvent étre considéres comme

Figure 3: Odyssée, 1° S,
Hatier, 2011, p. 155.
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i i H Algorithmique Figure 4: Odyssée, 1°
ED Suite de Fibonacci g q Figure 4 Odysse,

p- 182-183.
Un couple de lapins adultes donne naissance tous les

débuts de mois a un autre couple de lapins. Un cou-
ple de jeunes lapins doit
attendre deux mois avant D@y 8] o

» a Yy b
de pouvoir donner nais- R ¥ "“'.{ 7,‘\",
sance a un nouveau cou- ( - Yy o
ple de lapins. "-.. ‘b 9 3 \pm
Supposons que l'on dis- . A = 3

pose d'un couple de bébés L7 " : :

lapins, on note u,, le nom- . n - 4 '
bre de couple de lapins n | ! :

mois plus tard, u, étant P ‘

le nombre initial de cou-

ple de lapins (on a donc A

Ug=1u, =1).

a. Calculer u,, u,, u, et u..

b. La suite est-elle arithmétique 2 Géométrique ?

c. Trouver une formule qui relie les termes consécutifs
de la suite u.

d. Ecrire un programme permettant de connaitre le
nitme terme de la suite u.

e. Ecrire un programme qui permet de savoir a partir
de quel mois le nombre de couples de lapins dépasse
100, puis 1000.

HisToike pes maTHS

Leonardo Fibonacci (v. 1175 -v. 1250) est
un mathématicien italien. Né a Pise, il
passa la premiére partie de sa vie en
Afrique du Nord, ol il étudia les
mathématiques. Dans son principal
ouvrage Liber abaci (le livre du calcul),
Fibonacci montre la supériorité du systéme
de numérotation des nombres a l'aide des chiffres arabes.
Il'y développe en particulier des méthodes de calcul
algébrique : extraction de racines carrées, résolution
d’équations et, en particulier, le célébre probléme de la
suite qui porte son nom.
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Une approche du nombre d’or

1. On considére la suite (u,), dite de Fibonacci, définie par
uU:_ Lu =1u,=u, +U;=2, u;= U, +u, =3, et pour tout
entier naturel n, paru, ,=u, , +u,.

a) Calculez uy, ug, U, U, Ug U, U, .

b) Conjecturez le sens de variation de la suite (u ) et son
comportement pour les grandes valeurs de n.

2. On considére maintenant la suite (v,) définie pour tout
" u
entier naturel npar v, = —n+1,
u
n
a) Calculez vy, v,, v,, vy, v,, v et placez sur une droite graduée

(unité 5 cm) les points ayant pour abscisses les premieres
valeurs v, v,, etc.

1180-env.
Fibonacci.

Léonard de Pise (enw.

1250), dit

B Histoire |
desgTPAT¥Y Fibonacci

Né a Pise, fils d'un
commergant  tos-
can, ce mathémati-
cien italien émigre
en Algérie, voyage
en Egypte, Sicile,
Gréce et Syrie.
Deux ans aprés son
retour en Italie vers
1200, il introduit
une suite, qui gar-
dera son nom, pour
résoudre un pro-
bléme de repro-
duction de lapins.

b) Conjecturez le comportement de la suite (v,).

e

3. Utiliser un tableur

a) » Renseignez les cellules A2 a A4. Recopiez la formule de la cellule
A4=A2+A3 vers le bas pour obtenir les premiers termes de la suite (u, ).
o Dans la cellule B2, entrez : =A3/A2, et étirez cette formule vers le bas pour

obtenir les premiers termes de la suite (v,).

Paramétrez le nombre maximal de décimales a Iaffichage
(menu Format ; menu Cellules. . . ; onglet Nombres).

b) Vos conjectures sont-elles confirmées ?

|
4, Utiliser sa calculatrice L

C
L'algorithme suivant a pour objectif de déterminer les valeurs
des n premiers termes de la suite (v,).

a) Complétez le tableau suivant indiquant les valeurs des
variables a, b, c et v suivant les premiéres valeurs de i.

i a b c v
1 1 1

b) Quel est l'objectif des quatre lignes encadrées?
) Utilisez cet algorithme pour programmer votre calculatrice.

1+ \;"E

7
d'or, lorsque n tend vers + 0. Le nombre d'or est une grandeur a laquelle on a
attribué, au cours des siécles, des propriétés esthétiques voire mystiques. On I'a
ainsi « cherché » dans des domaines aussi variés que |'architecture, la peinture, la
musique, mais aussi dans des éléments naturels comme la fleur de tournesol ou le
nautile.

appelé nombre

On peut démontrer que la suite (v ) tend vers le nombre

|
0 |-
|

Un Vn
1 =A3A2
1 =AAAT
=A2+A3 =A5IPA

=A3+A4 =AB/AS

Variable

i, n, a, b,
Algorithme
Saisir n

a regoit 1
b recoit 1
v regoit 1
Pour 1 de 1

jusqu’'a n

C regoit
a regoit
b regoit
v recgoit

a+b
b

)
b/a

AFFICHER
Fin Pour

«V» 1 «=» VvV

Figure 5: Transmath, 1°
S, Nathan, 2011, p. 156.
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Figure 6: Odyssée, 1° S,

hﬂ La suite de Fibonacci [Algorithmique Hatier, 2011, p. 167.

Le mathématicien Léonardo Fibonacci (1175 - 1250)
propose un modele amusant pour évaluer la croissance
d’une population de lapins : « Un homme met un couple
de lapins dans un lieu isolé de tous les co6tés par un mur.
Combien de couples obtient-on en un an si chaque
couple engendre tous les mois un nouveau couple a
compter du troisieme mois de son existence ? »

On peut modéliser le phénomene en notant («,) la suite
décrivant le nombre de couples de lapins au ni®™¢ mois.

On a donc u; =1 et u, = 1 car les couples n’engendrent

qu’a partir du troisieme mois.

a. Déterminer les valeurs de u; et u,.

b. Expliquer pourquoi les mois suivants, la suite vérifie
larelation de récurrence u,, , , = u,,, ; + u,,.

c. Le(s)quel(s) des algorithmes ci-dessous programmés
en Xcas a (ont) permis d’obtenir les premiers termes de
la suite donnés dans la premiere fenétre ?

(u N 1|saisir(n),
Vi1 u:=1;v:=1;
v:2 afficher(u);afficher(v);
v:3 pour j de 2 jusque n
v:5 faire vi=u+v; u:=v-u,
v:8 afficher(v);
w13 J fpour; J
@lsaisir(n); @lsaisir(n);
u:=1vi=1; u:=1,v:=1;
afficher(u);afficher({v); afficher(u);afficher({v);
pour j de 1 jusque n pour j de 2 jusque n
faire wWi=u+v, UI=v; ViSw, faire vi=u+v; U:=v,;
afficher(v); afficher(v);
fpour; J fpour; J
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Figure 7: Sigma, 1°
STI2D/STL, Foucher
2011, p. 158.

Le 1¢"janvier 2011 vous avez recu 1 000 € ; votre capital, noté C,, est alors placé a 3 % avec inté-

réts composés pendant plusieurs années.

1° Le 1¢ janvier 2012, quel est le montant des intéréts obtenus pour ce capital ? De quel nou-

veau capital C, disposez-vous alors ?

2° Le 1°¥ janvier 2013, quel est le montant des intéréts produits par le capital C, pour I'année

2012 ? Quel est votre nouveau capital C, ?

3° Le 1*"janvier 2014, quel est le montant des intéréts produits
par le capital C, pour I'année 2013 ?

4° Calculer de méme C;, C,... pour déterminer a partir de quelle
année votre capital initial C, a augmenté de plus de la moitié
de sa valeur.

Attention ! : avec des intéréts
composés, les intéréts d'une
année deviennent du capital
pour les années suivantes

et rapportent eux aussi

des intéréts.

5° a) Les augmentations successives de capital C, - C,, C, - C,, G5 - C, sont-elles constantes ?

¢ G G C
b) Calculer -, ~2, =2, % Que constatez-vous ?

CO C'I CZ C3
<) Ecrire sans justification une relation générale permettant de
passer du capital C, obtenu la n-iéme annéea C, ;.

d) Justifier I'égalité proposée a la question précédente.
Dans ce chapitre nous allons établir des résultats permettant
de répondre en particulier a la question suivante et qui pour-

Méthode : a partir des cas
particuliers Cp, C;, C5, C5, Cy
et de la question b), imaginez
une égalité donnant dans le cas
général Cn ,, en fonctionde C,.

ront étre utilisés dans de nombreuses situations analogues (évolution d'une population ou
d’un prix augmentant ou diminuant d'un taux fixe chaque année ou chaque mois...) :
Peut-on calculer C,, en fonction de C, et de n, sans passer par les intermédiaires C,, C,..., C,_; ?

Quelques mots d’histoire

Leonardo
Fibonacci

étudiait certaines propriétés.

Dans I'Antiquité, on utilisait des méthodes de calcul (on dirait aujourd’hui des algo-
rithmes) permettant d’obtenir une succession de valeurs approchées d’'un méme
nombre qui, par exemple, était une longueur, un angle, une aire ou un volume.

On définissait ainsi ce qui, bien plus tard, s'appellera une « suite numérique » et on en

1175- 1240 Certains problémes faisant intervenir des suites sont devenus célébres : ainsi, en 1202,

année.

professeurs de I'Ecole polytechnique.

dans le Liber abaci (le Livre de I'abaque), le plus grand mathématicien du Moyen Age,
Fibonacci, s'intéresse au nombre de descendants que deux lapins peuvent avoir en une

Ce n'est qu‘a la fin du xvi®siecle que sa notation indicielle u, a été introduite par
Lagrange (1736-1813), qui est I'auteur de travaux trés importants et I'un des premiers
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