Histoire des mathématiques et algorithmique
Al-Khwarizm1 et la résolution des équations de degré 2

1 Cadre

1.1 Cadre historique

Al-Khwarizmi

Muhammad ibn Mtusa Al-Khwarizmi est né dans les années 780 et mort
vers 850 a Bagdad.

C’était un mathématicien et astronome qui fut actif entre 813 et 833 a
la Maison de la sagesse de Bagdad sous le réegne du calife al-Mamun.
Ses écrits, rédigés en langue arabe, puis traduits en latin a partir du XIle
siecle, ont permis l'introduction de la numération décimale positionnelle
(dit calcul indien et aujourd’hui numération indo-arabe)de 1’algébre en
Furope.

Son nom est a l'origine du mot algorithme et le titre de 'un de ses ou-
vrages (Livre sur le calcul par la restauration (al-jabr) et la comparaison
(al-muqabala) & Porigine du mot algebre.

(Voir vidéo d’Ahmed Djebbar (voyage en mathématiques) : voyage-mathematique.com/exposition/al-khwdrismi/)

Carte du bassin méditerranéen

=Y

L'EXPANSION
DU MONDE MUSULMAN
du Vlle au Xe siecle

Les territoires sous domination
- musulmane

- 2 la mott de Mahomet (632 )

aprés les premiéres vagues de
conguéte sous les 4 oremiers
califes { de 632 2650 )

aprés les conquétes omeyyades
et abbassides (de 661 alafin
du Xe siécle )

Les empires voisins au IXe siécle
[:‘ Empire byzantin

- Empire carolingien

|:| influence chinoise

=1 | Expansion et coups d'arrét

attaques lancées depuis les
* frontiéres

OCEAN
ATLANTIQUE

+ ESPAGNE

Cordoue
u -

* coups d'arrét militaires

Carte d’Alain Houot



1.2 Cadre mathématique
Equations du second degré

Nous allons étudier des extraits du Livre sur le calcul par la restauration et la comparaison qui proposent
la résolution des équations du second degré.
Une équation du second degré est une équation du type :

2 +pr+qg=0

ol p et ¢ sont des nombres rationnels (sous forme de fraction) positifs ou négatifs.
A Tépoque d’Al-Khwarizmi, il n’est pas encore question de nombres négatifs ni du nombre zéro, c’est
pourquoi il classe ces équations du second degré en plusieurs catégories ou types.

Types simples; Types compos;és:
o Typel:ax” =pzx e Typed:x”+pxr=gq
oTilfpeZ:xQ:q oTzfpe5::1:2+q:px
e Type3d:q=px e Type 6 : pr + q = 2>

o, cette fois-ci, p et ¢ sont des nombres rationnels non nuls (différents de zéro) et POSITIFS.
Nous allons nous intéresser plus particulierement aux équations de type 4, 5 et 6 que nous ne savons pas
résoudre au college.

Vocabulaire

Voici un extrait du Mukhtasasar fi hisab al-jabr wa-l-mugabala [Livre sur le calcul par la restauration
et la comparaison| d’al-Khwarizm1 (IXe siecle) qui propose la résolution des équations composées du second
degré (A partir de la traduction frangaise réalisée par Roshdi Rashed, 2007, p. 96 — 106) :

J’ar trouvé les nombres dont on a besoin dans le calcul d’al-jabr wa-l-muqabala, selon trois modes
qui sont : les racines, les carrés, et le nombre simple, qui n’est rapporté ni a une racine, ni @ un
carré. La racine, parmi ces modes, est toute chose multipliée par elle-méme, a partir de 'unité,
les nombres qui sont au-dessus d’elle, et les fractions qui sont au-dessous d’elle. Le carré est
ce qu’on obtient lorsqu’on multiplie la racine par elle-méme. Le nombre simple est un nombre
qu’on exprime sans qu’il soit rapporté ni a une racine, ni 4 un carré.

Voici la discussion des trois modes du nombre dans le Liber restauracionis (Livre de la restauration), adap-
tation latine du 13e siecle de I'algebre d’al-Khwarizmi. (d’aprés M. Moyon 2017) :

Quant au nombre qui est nécessaire pour notre calcul, il est divisé en trois [modes] : la racine du
nombre, le carré ou le bien de la racine et le nombre simple associé ni avec le carré ni avec la
racine. Quant a la racine, c¢’est le nombre qui, multiplié par lui-méme, produit lautre. Quant au
bien ou le carré de la racine, c’est le nombre qui est produit a partir de ladite racine multiplice
par elle-méme. Le nombre simple est ce qui n’est produit par le moyen d’aucun bien ou d’ aucune
racine.

En clair, & quoi correspondent, une racine, une chose, un carré, un nombre simple ?

Une racine se dit < shay > en arabe et sera représentée par un shin (premiere lettre du mot) qui donnera
< x >(du a la transcription phonétique de < sh > en langue romane de I’époque, encore aujourd’hui en por-
tugais).

Donc, aujourd’hui :

e une racine (ou une chose) se traduit par l'inconnue ...........
e un carré (ou un bien) par ...........

e un nombre simple correspond au terme constant. Il apparait souvent sous forme de dirham ou de
drachme (monnaie) dans les textes d’al-Khwarizmi ou ses traductions latines.



2 Procédés (algorithmes)de résolution des équations du second degré
par Al-Khwarizmi

2.1 Equations de type 4 les racines plus les carrés égaux a des nombres (z° + pr = )

Probléme proposant une résolution d’équation de type 4

Les carrés plus les racines égaux a un nombre, c’est par exemple lorsque tu dis : un carré plus
dix racines sont égaux a trente-neuf dirhams, c’est-a-dire que si on ajoute a un carré quelconque
[une quantité] égale a dix racines, le tout sera trente-neuf. Procédé : partage en deux moitiés
le nombre des racines; il vient, dans ce probleme, cinq, que tu multiplies par lui-méme; on a
vingt-cing ; tu ’ajoutes a trente-neuf, on aura soixante-quatre ; tu prends la racine qui est huit,
de laquelle tu soustrais la moitié du nombre des racines, qui est cing. Il reste trois, qui est la
racine du carré que tu veux, et le carré est neuf.

1. Sion note z? < les carrés > et < les racines > , écrire I'expression littérale qui correspond & I’exemple
proposé :

nue :

On a ainsi obtenu un algorithme de résolution pour cette équation.

3. Vers la généralisation ...
Et il avait dit < un carré plus sept racines sont égaux a deux-cent-vingt-huit dirhams > 7

(a) Ecrire expression littérale qui correspond & cette situation :



4. On veut écrire un algorithme permettant de résoudre les équations du type 4 ( 22+ pr = q) ou p
désigne le nombre de racines et g le nombre de dirhams.

Reprendre les 5 étapes du procédé précédent en remplagant le nombre de racines (10) par p et le
nombre de dirhams (39) par q.

2.2 Equations de type 5 : Les carrés et le nombre égaux & des racines (2 + ¢ = pz)

Probleme proposant une résolution d’équation de type 5

Les carrés et le nombre égaux a des racines, c’est par exemple lorsque tu dis : un carré et vingt
et un dirhams sont égaux a dix racines, c’est-a-dire que, si tu ajoutes & un carré quelconque
vingt et un dirhams, ce que tu obtiens sera égal a dix racines de ce carré.

Procédé : partage en deux moitiés le nombre des racines; on aura cing; multiplie-le par lui-
méme, on aura vingt-cing, dont tu retranches vingt et un, ce qu’on a dit étre avec le carré; il
reste quatre; prends sa racine, qui est deux; retranche-la de la moitié du nombre des racines,
qui est cing. Il reste trois, qui est la racine du carré que tu veux. Et le carré est neuf. Si tu
veux, ajoute la racine a la moitié du nombre des racines; on aura sept, qui est la racine du
carré cherché, et le carré est quarante-neuf. Si tu rencontres un probléme qui te mene a cette
sorte, vérifie son exactitude, soit en ajoutant, sinon en retranchant nécessairement. Ce procédé
se fait a la fois en ajoutant et en retranchant, ce qui ne se fait dans aucune des trois sortes, dans
lesquelles on a besoin de partager en deux moitiés le nombre des racines. Sache que, si tu partages
le nombre des racines dans cette sorte en deux moitiés, et que tu multiplies [une moitié] par
elle-méme de sorte que le produit soit moins que les dirhams qui sont avec les carrés, le probleme
devient alors impossible ; et si le résultat est égal aux dirhams eux-mémes, la racine du carré est
alors égale a la moitié du nombre des racines exactement, sans excédent ni diminution.

1. Sion note 2 < les carrés > et x < les racines > , écrire 'expression littérale qui correspond & l’exemple
proposé :



Vérifier la (les) solution(s) trouvée(s).

On a ainsi obtenu un algorithme de résolution pour cette équation.

3. Vers la généralisation ...
Et s’il avait dit < un carré plus vingt dirhams sont égaux a huit racines > 7

(a) Ecrire expression littérale qui correspond & cette situation :

4. On veut écrire un algorithme permettant de résoudre les équations du type 5 ( 4 q= pr) ou p
désigne le nombre de racines et ¢ le nombre de dirhams.

Reprendre les étapes du procédé précédent en remplagant le nombre de racines (10) par p et le nombre
de dirhams (21) par g.



2.3 Equations de type 6 : les racines plus le nombre égaux aux carrés (pz + ¢ = 2°)

Probleme proposant une résolution d’équation de type 6

Les racines plus le nombre égaux aux carrés, c’est par exemple lorsque tu dis : trois racines et
quatre en nombre sont égaux a un carré.

Procédé : partage le nombre des racines en deux moitiés, on a un plus un demi; multiplie-le par
lui-méme, on a deux plus un quart ; ajoute-le a quatre, on a six plus un quart ; prends sa racine
qui est deux plus un demi, ajoute-la a la moitié du nombre des racines, qui est un plus un demi,
on a quatre, qui est la racine du carré, et le carré est seize.

1. Sion note z2 < les carrés > et = < les racines > , écrire I'expression littérale qui correspond & l’exemple
proposé :

2. Ecrire les calculs correspondants aux étapes données dans le procédé pour résoudre ’équation obtenue :

On a ainsi obtenu un algorithme de résolution pour cette équation.



3. Vers la généralisation ...
Et s’il avait dit < 4 racines plus 2 dirhams sont égaux a un carré > 7

(a) Ecrire expression littérale qui correspond a cette situation :

4. On veut écrire un algorithme permettant de résoudre les équations du type 6 ( +px + q = x2) ou p
désigne le nombre de racines et g le nombre de dirhams.

Reprendre les étapes du procédé précédent en remplagant le nombre de racines (3) par p et le nombre
de dirhams (4) par q.



3 Application sur SCRATCH

3.1 Travailler a partir d’algorithmes existants

Voici deux algorithmes programmés sur SCRATCH qui reprennent les procédés d’al-Khwarizmi pour les
équations de type 4 et 5.

Programme 1 :

LEVET T BV donner le coefficient de la chose e a1

LEET T BV donner le nombre de dirhams B e a0 5

mettre dirham a

metire calcul chose [ 'E
metire calcul calcul *  cabcul
mettre calcul calcul +  dirham

metire calcul racine de calboul

metire calcul a caloul - chose I'E

dire ' regroupe JERFICTNTECSERS LIS calcul = pendant '9 secondes

dire  regroupe JERFICNELILICLESS | calcol  * | caloul pendant Q secondes

Programme 2 :

quand ect diqué

Lo EL LTS donner le coefficient de la chose R @ETa U L0

mettre chose a réponse

CEETE TS donner le nombre de dirhams 8T 50 T R

mettre dirham & réeponse

mettre calcul a  chose [ 9

mettre calcul a  caleul * 0 calcul

=i calcul > ' dirham _ alors
mettre calcul &  cakwl - dicham

3

mettre calcul & racine de  cakouwl
b

dire regroupe regroupe [ERETICENTITESS  calcul + | chose [ 9 regmupe chose f 9 - cabcul pendantese-c{mdes

calcul = ' dirham _ alors

dire | regroupe JEECETEELNALESY - chose [ 9 pendant 9 secondes

calcul < ' dirham  alors

LESW Il n'y a pas de solution, 0L ER T 9 sacondes

1. Retrouver lequel de ces algorithmes correspond a la résolution d’une équation de type 4 et lequel
correspond a celle de type 5.



2. Travaux pratiques :
(a
(

) Taper ces deux programmes sur SCRATCH.

b) Les tester avec les valeurs des problemes d’Al-Khwarizmi et vérifier la solution.
)
)

Les tester avec d’autres valeurs.

(c

(d) Améliorer ces programmes pour tenir compte des impératifs d’Al-Khwarizmi, en particulier que

chaque valeur p et ¢ doit étre positive. (On pourra utiliser une instruction conditionnelle du type
< st telle valeur est .... alors on poursuit l’algorithme, sinon on renvoie un message qui indique que
la valeur ne convient pas >)

3.2 Créer un algorithme

1. En vous aidant des deux algorithmes donnés dans le paragraphe précédent, programmer sur SCRATCH
un algorithme reprenant le procédé d’al-Khwarizmi pour les équations de type 6.

2. Le tester avec les valeurs du probleme d’Al-Khwarizmi étudié.

3. Améliorer ce programme (si besoin) pour tenir compte des impératifs d’Al-Khwarizmi.

Résolution de problemes

Parmi la sélection de problemes suivante, retrouver dans chaque cas de quel type d’équation il s’agit et la
résoudre en utilisant le programme sur SCRATCH fourni par le professeur.

e 27 +36=09z
C’est une équation de type ...........
La (les) solution(s) donnée(s) par le programme est (Sont) : ...........c.cooiiiiiiienn...

Vérification :

o 2+ 4z =20
C’est une équation de type ...........
La (les) solution(s) donnée(s) par le programme est (Sont) : ..........c.cooiiiiiiinene.n..

Vérification :

o 127 + 288 = z?
C’est une équation de type ...........
La (les) solution(s) donnée(s) par le programme est (Sont) : ...........cooiiiiiniienn.a..

Vérification :



o 15z + 25 = 527
Effectuer les modification nécessaires pour reconnaitre le < type > de cette équation :

C’est une équation de type ...........
La (les) solution(s) donnée(s) par le programme est (sont) : ..........coooveiiiiinan....

Vérification :

o 227 —8r=-24
Effectuer les modification nécessaires pour reconnaitre le < type > de cette équation :

C’est une équation de type ...........
La (les) solution(s) donnée(s) par le programme est (Sont) : ............cooiiiiiiiienea..

Vérification :



e 3(22 —2) 4+ 122 =0
Effectuer les modification nécessaires pour reconnaitre le < type > de cette équation :

C’est une équation de type ...........
La (les) solution(s) donnée(s) par le programme est (sont) @ ..........cocoveviiiinan....

Vérification :

o (72° —2x) — (32° —8) =0
Effectuer les modification nécessaires pour reconnaitre le < type > de cette équation :

C’est une équation de type ...........
La (les) solution(s) donnée(s) par le programme est (SONt) : ..........ouieiiiiininniniienen...

Vérification :

Projet réalisé en collaboration avec les animateurs(trices) du groupe IREM sur I’Histoire des mathématiques
sous la direction de Marc Moyon, Maitre de Conférence.



