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Soit d > 2 un entier, quel est 'arrangement de d droites du plan sans paralléles qui a « le plus
grand nombre de points », autrement dit le moins de points d’intersection, ceux-ci étant comptés
autant de fois qu’il y a de droites passant par le point moins 1? Plus généralement, quel est arran-
gement de d hyperplans d’un espace affine sans paralleles qui a « le plus grand nombre de points »,
autrement dit « la plus petite intersection » ? Chypersurface de degré d qui a « le plus grand nombre
de points »?

Nous allons dans ce qui suit donner un sens précis a ces questions, une réponse (et sa preuve !)
a chacune — c’est la borne de SERRE', et voir comment elles interviennent dans un probléme
« pratique » de théorie des codes. C’est d’ailleurs de la qu’elles viennent : lors des Journées Arith-
métiques de Luminy en 1989 (rassemblement international bisannuel des chercheurs en théorie des
nombres), M. TSFASMAN a posé ces questions lors d’un exposé sur la théorie des codes; dans le
train qui le ramenait a Paris, J.-P. SERRE a rédigé sa réponse sous forme de lettre au conférencier,
publiée plus tard dans les Actes du colloque [Se]. A.B. SORENSEN, doctorant danois travaillant sur
les codes projectifs et ayant aussi assisté a la conférence, a prouvé en parallele un résultat équivalent,
voir [Se].

1 Droites du plan

Dans cette section, d > 2 est un entier naturel fixé, p est un nombre premier et ¢ = p® est une
puissance (¢ € N*) de p. On note F, le corps fini a g éléments, c’est I'unique — a isomorphisme
\ N 4 \ . .
pres — extension de degré a de F,, =Z/pZ. On peut tout a fait supposer que a =1 (donc g = p) si
on le souhaite.

1.1 Arrangements de droites projectives

Soit 7 € N, on consideére I’espace vectoriel F . de dimension 7 sur F ” Un élément de F J
est donc un n-uplet (x;,...,x,) d’¢léments de F,. Une droite vectorielle est I'ensemble des mul-
tiples d’un vecteur non nul, c’est-a-dire {(Axy,...,Ax,), A € F } avec (x;,...,%,) # (0,...,0). Un
plan vectoriel est ’ensemble des combinaisons linéaires de deux vecteurs indépendants, c’est-a-dire
{(Ax; +pyps e Ax, +p9,), A €F,} avec (x,y) libre.

lappelée aussi borne de SERRE-SGRENSEN



Une droite vectorielle est isomorphe a F,, un plan vectoriel a F .

Exercice 1 Vérifier que le nombre de droites vectorielles contenues dans ¥ " est égal a

1
=1+q++q" =m,
q—1
En déduire que le nombre de :
a) droites vectorielles contenues dans un plan vectoriel est égal a 7| =1+¢ ;

b) droites vectorielles contenues dans ¥, est égal a my = 1+ q + q*;

¢) plans vectoriels contenns dans F > est égal & 7, = 1+ q + q*.

On appelle plan projectif sur F, et on note P,(F, ) 'ensemble des droites vectorielles de F,*;
autrement dit, P(F,) est lespace quotient de T ° \ {(0,0,0)} par la relation de colinéarité. On
appelle :

o point (projectif) de P(F,) un de ses éléments, c’est-a-dire une droite vectorielle de F_ > (ou plus
précisément la classe définie par les vecteurs d’une droite vectorielle de %)

o droite (projective) de P,(F, ) 'ensemble des droites d’un plan vectoriel de P (ou plus précisément
Pensemble des classes définies par les vecteurs d’un plan vectoriel de F%).

Exercice 2 Donner le nombre de points de P,(F,), le nombre de points d’une droite projective, le
nombre de droites projectives dans Py(F, ).

On se donne un arrangement (C’est-a-dire une réunion) 2 de d droites projectives de Py(F ). La
borne de SERRE majore le nombre N, de points projectifs de I’arrangement 2 :

N, <dg+1,

avec égalité si et seulement si d < g + 1 et toutes les droites de Z passent par un méme point de
P,(F,). Noter que d = g +1 est la plus grande valeur de d pour laquelle la borne est pertinente ; en
effet, pour d = g+ 1, on trouve (g + 1)g + 1 = g* + g + 1, qui est égal au nombre total de points de
P,(F,)-

Une fagon de compter les points de 9 est la suivante :

(nombre de points sur une droite) X (nombre de droites)
—(les points comptés plusieurs fois)

Pour cela, si 'on désigne par Py,..., P, les points d’intersection des droites de &, on va noter 4, le
nombre de droites de & passant par P, pour chaque 1 < i < m. Chaque P, est compté 4, fois dans
la premiére étape du calcul ci-dessus, donc

N, =d(g+1) Z(a—l



m
Il s’ensuit que majorer N, revient a minorer > (a; — 1). Pour avoir une meilleure intuition de la
i=1
situation (et pouvoir dessiner!), on va commencer par étudier ce probléme dans le plan euclidien ;
on vérifiera ensuite que le raisonnement mis en ceuvre se transpose a I’identique au plan projectif.

) S TN
Avant cela, pour que 'analogie soit correcte, notons la propriété suivante de P,(F, ).

Exercice 3 Justifier que deux droites distinctes de P,(F ) ont toujours exactement un point d’intersec-
tion.

1.2 Le plan euclidien

On se place dans le plan euclidien R? et on se donne un arrangement 2 de d droites sans
paralleles. Soient P,...,P  les points d’intersection de I’arrangement ; comme ci-dessus, on note
a; le nombre de droites de ’arrangement passant par P,, pour 1 < < m. On a donc 4, > 2 pour
tout 1 <7 < m. On va montrer la propriété :

Z(di —1)>d—1, avecégalitésietseulementsim=1 . (1)
i=1

Il est clair qu’il y a égalité lorsque 7 = 1. Considérons les autres cas.

Exercice 4 On suppose m > d, montrer gue > (a, — 1) > d.

1=1

Supposons maintenant que 2 < m < d. Noter qu’alors Z contient trois droites D, D,, D, qui se
coupent deux a deux en trois points distincts. Soient T =D, UD,UD; et 7 C {1,...,m} ’ensemble
des entiers 1 <7 < m telsque P, € T.

Exercice 5 Montrer que chaque droite de 9 coupe T en an moins deux points; en déduire que l'on a :
> a;>2d.
€7

De 4, on obtient aisément la propriéteé (1).

Remarque : on peut montrer que

aia;—1) _d{d-1)

Z 2 2

i=1

En effet, on voit facilement par récurrence sur a € N que le nombre de points d’intersection d’un
arrangement de a droites en position générigue (pas de paralléles, aucun point commun a plus de 2

droites) est :
a aa—1) &L
= = k.
(5)="5-2

Il s’ensuit que si P; est un point multiple (a; > 3), on peut en modifiant légerement I'arrangement

(a;-1)

le faire « éclater » en ““%— points simples (contenus dans exactement 2 droites). Ceci justifie qu'on



appelle multiplicité d’intersection de P, le nombre (”’2) = @ Ainst, la somme des multiplicités

d’intersection des points de d droites non paralleles ne dépend pas des positions des droites.

1.3 Le plan projectif

Revenons au plan projectif P,(F, ), muni d’un arrangement & de d droites projectives, de points
d’intersection P ,...,P, ; pour chaque 1 < i < m, on note 4, le nombre de droites de 9 passant
par P,.

Exercice 6 Verifier que le raisonnement tenu dans la section 1.2 pour établir assertion (1) est encore
valable pour Uarrangement 9 du plan projectif. En déduire que N, < dq+1, avec égalité si et seulement
si toutes les droites de 9 passent par un méme point de Py(F ).

Exercice 7 Déterminer le nombre de droites passant par un méme point de P,(F,). Un arrangement
de d < q + 1 droites peut-il contenir tous les points de P)(F ) ¢

On a ainsi retrouvé la borne de SERRE en dimension 2 (pour les droites, ¢’est-a-dire sans consi-
dérer les courbes algébriques de degré au moins 2). On va maintenant considérer ...

2 Le cas général

Soit 7 un entier naturel. Lespace projectif P, (F ) de dimension 7 est ’espace quotient de F, "+
: .,.g?pff.n(q) in pace q S\
{0} par la relation de colinéarité, autrement dit chaque élément de P (FF, ) est la classe des vecteurs

d’une droite vectorielle de F q”+1.

Exercice 8 Vérifier que le cardinal de P (F ) est m,=14+q+---+q".

2.1 Coordonnées projectives et équations

Notons (xg, Xy, X,) les 7+ 1 coordonnées de x € F, "'\ {0} ; les éléments de la droite vecto-
rielle engendrée par x ont pour coordonnées (Axy, Ax;; ..., Ax,) pour A €F, et on appelle coordon-
nées projectives de la classe de x dans P, (F ) le « systeme » :

(Xg:xy:...1x,) .

Ces coordonnées projectives ne sont définies gu’a multiplication par F pres : pour tout A € F,on

a(Axg:Ax ...t Ax,)=(xy: %, :...: x,) puisque x et Ax ont la méme classe dans I’espace projectif.
Comme x # 0, 'un des x; est non nul ; si par exemple x, # 0, alors (xy: x; :...:x,) =(1: i—; - z—z)
et I'application x — (Z,..., );—Z) permet d’identifier les classes des vecteurs de premiere coordonnée
nonnulleaF ". Sa réciproque permet d’injecter I’espace affine " dans I'espace projectif de méme
dimension, donc de voir celui-ci comme la réunion de F_” et des classes des vecteurs de premicre

coordonnée nulle, sous-ensemble qu’on appelle habituellement I’hyperplan « a I'infini ».



Un sous-espace de dimension 0 < k <7 de PP (F, ) est 'ensemble des classes des vecteurs d'un

n+1

sous-espace vectoriel de dimension & + 1 de F,"*'. En particulier, si 7 > 1, une droite projective

est ’ensemble des classes des vecteurs d’un plan vectoriel, un hyperplan projectif est I’ensemble des
classes des vecteurs d’un hyperplan vectoriel.

Tout hyperplan vectoriel H est le noyau d’une forme linéaire F q”H

— [, autrement dit I’en-
semble des x = (x,,...,x,) tels que
agXg+---+a,x, =0,

pour certains 2; € F, non tous nuls. Comme ayx,+---+a,x, =0 <> ayAx,+- -+ Aa,x, =0, pour
tout A € F’,on voit que ’hyperplan projectif P(H) associé a H est donné par la méme équation :

PH)={(x:...:x,) €P,(F,), agxy+---+a,x, =0} .

Les sous-espaces vectoriels étant des intersections d’hyperplans, ils sont donnés par des systemes
d’équations, et il en va de méme pour les sous-espaces projectifs associés. En particulier, une droite
projective est définie par un systeme de 7 équations indépendantes.

Plus généralement, étant donné un entier naturel d et un polynome f homogene de degré d a
7+ 1 variables, on a f(Axy, ..., Ax,) = A9 f(x,,...,x,) si bien que, pour \ € F

f(xgeesx,) =04 f(Axg,...,Ax,) =0,

ce qui permet de donner un sens a I'équation f(x; : ... : x,) = 0. On appelle sous-variété de P (F,)
définie par f le sous-ensemble S(f) de P, (FF, ) egal a

S(f)={(xg:...:x,), f(xg:...:x,)=0} .

Exercice 9 Supposons que [ = H g., on les g. sont des polynomes homogeénes de degré 1 a n + 1

variables. Montrer que S(f) est la réunion des d hyperplans d’équations g, = 0.

2.2 Laborne de Serre

Notons N le cardinal de S(f). La borne de SERRE est la majoration de N, donnée par le
résultat suivant.

Théoreme. Soit n > 1 un entier. Pour tout entier naturel d, pour tout polynéme homogene f de degré
d a n+ 1 variables, on a (en convenant que =_, =0):

Nf S dqn_l + Tcn—Z

Remarques :

— pourn>0,onam —qq L=14g+---+4¢", donc
T =T, +q" 5

la convention mt_; = 0 permet d’étendre cette formule de récurrence a n > —1;
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— comme pour 7 = 2, la majoration est triviale pour d > g + 1 puisque (g + 1)g" '+ m, , =
q"+q"'+q"?+---+1=m, est le cardinal de P, (F, ). Elle I'est aussi pour d =0, on supposera
donc 1< d < g pour la preuve;

— dans le cas particulier n =2 et f = Hle g; avec deg(g;) =1, S(f) est la réunion de d droites pro-
jectives et on retrouve la majoration N, < dg+1 établie dans la section 1 pour les arrangements
de droites (mais pas pour les sous-variétés de degré > 2).

Dans cette section, on présente la preuve du Théoréme donnée par SERRE dans [Se]. Commen-
gons par prouver le résultat dans le cas 7 = 1. Soit (x, : x;) € P,(F, ), écrivons

(X0, X)) Za X X4

Exercice 10 Montrer que, si xy # 0, f(xy : x,) = O est possible pour an plus d valenrs de = si ay # 0, et
Xo

pour an plus d — 1 valeurs de = si ay = 0.
*o

On en déduit que N, < d, ce qui est le résultat souhaité pour n = 1.

Pour le cas général, soient gi,..., gy les différents (2 multiplication par F pres) polyndmes

homogenes de degré 1a coefficients dans F, qui divisent f ; les S(g;), 1 < ¢ < 8, sont des hyperplans
distincts de P, (FF, ), contenus dans S(f).

2.3 Cas des unions d’hyperplans

On suppose ici que S(f U S(g,)= .. &), c’est-a-dire S(f) est une union d’hyperplans.

Montrons par récurrence sur 0 S m<3 que

N <mqg"'+m, , . )

81--8m

Sim =0, g...g, = 1 donc Cest clair; si m =1, §(g;) est un hyperplan donc N, ==, , =
g" '+, _,. Supposons donc la propriété vraie pourun 1 <m <3 — 1.

Exercice 11 Verifier gue S(g,,.,)N(S(g,)U---US(g,,)) contient au moins ,_, points ; en déduire que
(2) est vraie pour m + 1.

ags 20¢" M+ m, , <dg" '+ m,_,, donc le théoréme est

prouvé dans le cas des réunions d’hyperplans.

D’apres notre hypothese, ona N, =N

Remargue : la preuve donnée par SERRE pour les unions d’hyperplans en toute dimension est
beaucoup plus simple que celle pour les unions de droites qu’on a présentée dans la section 1.



2.4 Casou S(f) n’est pas une réunion d’hyperplans

On va raisonner ici par récurrence sur 7 > 1; le cas 7 = 1 a été établi plus haut. On a maintenant

3
JS(g;) € S(f) et I'inclusion est stricte.

i=1
N
Soit P € S(f)\ JS(g;)- Pour H hyperplan de P, (F,_) passant par P, la restriction fi; de f a
=1

H n’est pas identiquement nulle (sinon H C S(f) donc H = S(g;) pour un 1 < i < 8, ce qui est
impossible car P € H); de plus on peut écrire fj;; comme un polynome homogene de degré d en
n variables : si ayx, + -+ +a,x, = 0 est ’équation de H, alors I'un des 4, est non nul (disons «,),
donc x, = —i(doxo +--+a, ix, ;) pour tout (x5 : x; :...:x,) € Het fj; Sexprime en fonction

de xg, ..., x,_;. On peut donc appliquer hypothese de récurrence a f;;, ce qui donne :
N, = SN H| <dg" 4,

Soit X I’ensemble des couples (P’,H), ou P’ est un point de S(f) \ {P} et H un hyperplan passant
par P et par P’. Sil’on fixe P, il y a t,_, hyperplans passant par P et P, d’ou :

|X| = (Nf - 1)71:71—2 ;

si au contraire on fixe un hyperplan H passant par P, le nombre de points P’ € S(f) \ {P} contenus
dans H est Ng —1< dg"*+m, ;—1,dot l'on tire que :

X[<m, (dg" " +m, 5= 1) .

En combinant les deux formules précédentes, on obtient :

T n—2
Ny S 1+ —dg 4, —1)
n—2
Exercice 12 Verifier que :
n—2
n—1 q 1 n—2
dg" 4 m, ;= ——(q+1-d)=1+—(dg" " +m,,-1) .
T2 T2

Or on asupposé d < g doncg+1—d >0et N, <dgq"'+m,_,, ce qui entraine le résultat du
théoréme, dont la preuve est donc terminée.

Exercice 13 Dans le cas on S(f') est une réunion d’hyperplans, vérifier gu’il y a égalité dans la formule
du théoreme si et seulement si S(f) est réunion de d hyperplans contenant tous le méme sous-espace de
codimension 2.



3 Codes de Reed-Miiller projectifs

On va maintenant introduire une famille de codes pour lesquels la borne de SERRE donne la
distance minimale. Ils seront constitués par les « images » sur les points d’un espace projectif des
polynomes homogenes de degré fixe d.

Un code est simplement un sous-espace d’un espace vectoriel sur un corps fini (notons celui-ci
F ). Les codes intéressants pour les applications pratiques sont souvent construits de maniere alge-
brique ; dans le cas des codes de REED-MULLER projectifs, la construction a partir des polyndmes
homogenes de degré fixé permet de calculer les principaux parameétres du code (voir en fin de sec-
tion). Pour utiliser un code C, on en détermine une base ; autrement dit, on fixe un isomorphisme
(appelé encodenr) : ]Fq/e — C, ou k = dimy C, ce qui permet d’encoder n’importe quel k-uplet

q
d’¢léments de F, en un vecteur du code.

Pour construire les codes de REED-MULLER projectifs, on associe a chaque polynome homo-
geéne P le vecteur dont les composantes sont les « images » par P des points de Pespace projectif. Les
coordonnées de ces pomts n’étant connues qu’a mult1phcat1on par pres, on ne peut pas évaluer
directement P sur celles-ci. Nous allons voir une maniére de decouper I’espace projectif en parties
disjointes sur lesquelles on aura un moyen « naturel » d’évaluer P.

On suit ici la présentation de [L]. Dans P (FF,) notons V; pour 0 < i < 7 le sous-ensemble
constitué des éléments dont la i-¢me coordonnée est non nulle, puis :

Wo=V,, W =V\Vy, W,=V,\(V,UV)),
Exercice 14 Montrer gue x = (x,:...:x,) €W, si et seulement si xy=...=x,_, =0et x, 0.

Les W,, 0 < i < n, forment une partition de P_(F ,)- De plus, W, est un isomorphe a un espace
vectoriel de dimension 7 — 7, donc [W;| = g”~". On retrouve ainsi la formule |P, (F )| = 1+ ¢ +
-4 g”.
Pgur d €N, notons {O0JUF, [X,,...,X, ]9 espace vectoriel des polynémes homogenes de degré
d a coefficients dans IF, et & 7+ 1 variables. SiP € F_[X,,..., X, ] et x = (x5 : ... : x,) €W,, on
pose
P(xy,...,x,)

x4
[

On vérifie immédiatement que ceci ne dépend pas du représentant (xg,...,x,) de x choisi. On
définit alors 'image de P par :
c(P)= (Cx(P))xeuDﬂ(]Fq) .

De plus, on pose ¢(0) =0 et on note

Rq(d,IP’n) =c({0}UF, [XO,...,X,Z]Z) ;

comme I'application c est linéaire, c’est un sous-espace vectoriel de IF, ™, qu’on appelle le code
de REED-MULLER projectif d’ordre d sur P (F ). La construction de R (d,P,) quon vient de
présenter donne acces a ses principaux parametres : longueur, dimension, distance minimale.



La longneur du code est la dimension de I’espace vectoriel qui le contient, ¢’est-a-dire le nombre
de composantes de chaque vecteur; ici, elle est bien sir égale a =t .

La dimension du code est sa dimension en tant qu’espace vectoriel sur le corps de base; cette
grandeur mesure la capacité d’encodage, puisque le nombre de vecteurs disponibles pour encoder
I'information est le cardinal du corps de base 4 la puissance cette dimension. On va calculer cette
dimension dans le cas ou d < ¢, car la borne de SERRE montre qu’alors application ¢ est injective.
En effet, comme elle est linéaire, il suffit de vérifier que son noyau est réduit au polynéme nul; or
avec les mémes notations que ci-dessus, ¢ (P) = 0 <> P(x) = 0, donc un polynéme P appartient
au noyau de c si et seulement si il est identiquement nul sur P, (F,). Mais d < g + 1 entraine
que dq” '+ m, , < m,, sibien quaucun polyndme homogene de degré d a n + 1 variables n’est
identiquement nul sur P, (F, ).

Il s’ensuit que, si d < g, la dimension de R (d,P,) est égale a la dimension de 'espace vectoriel
{O}UF, [Xo,..-, X, 19, lequel admet pour base la famille des mondmes de degré d a 7+ 1 variables.
Au monéme XPX{'... X%, avec a; € N et ay +a, 4 - +a, = d, on peut associer le (7 4 1)-uplet
(ag+1,a,+1,...,a,+ 1), qui constitue une composition de n+14+d a n + 1 parts, c’est-a-dire un
(n + 1)-uplet d’entiers strictement positifs de somme 7 + 1+ d.

Exercice 15 Soit m € N\ {0} ; en utilisant le fait gu’une composition de m est le choix entre un signe
+ et une virgule dans chacun des m — 1 intervalles séparant m copies de Pentier 1 :

111 ... 1 1),

montrer que le nombre total de compositions de m est 2"~ et que, pour 1 < k < m, le nombre de

compositions de m a k parts est <Z’__11 >

Comme I’application des mon6mes de degré d a n + 1 variables vers les compositions de 7+ 1+ d
a n + 1 parts considérée ci-dessus est clairement une bijection, on en déduit que, pour d < ¢, la

dimension de R (d,P,) est
n+d\ (n+d)
d ) mdl

Le rapport des deux parametres précédents, dimension sur longueur, est I’efficacité du code.

Remargue : on a dit plus haut que pour utiliser le code, il fallait en choisir une base ; lorsque d < ¢,
on peut donc choisir la base image par ¢ de la famille des mondmes de degré d.

Enfin, la distance minimale d’un code est le minimum du nombre de coordonnées non nulles de
ses vecteurs non nuls. Ce dernier parametre est souvent le plus difficile a déterminer. Ici, la borne
de SERRE avec son cas d’égalité (voir exercice 13) nous permet de le faire. Supposons encore d < ¢
et soit P un polynéme homogene de degré d a n + 1 variables qui atteint la borne :

Np=dq"'+m,_, .

Ceci signifie que le nombre de coordonnées nulles de ¢(P) est maximal et vaut dg” '+, _,; il
s’ensuit que le nombre de coordonnées non nulles de ¢(P) est minimal et vaut =, —(dg" '+~ _,),
c’est-a-dire que la distance minimale de R (d,PP,) est :

A=(g+1-d)g" ™" .

9



Pour tout vecteur x de F, ™, il y a au plus un vecteur du code a distance (nombre de coordonnées
distinctes?) inférieure & 2! de x. On peut donc décoder sans erreur si I'on sait que le nombre de
coordonnées susceptibles d’étre modifiées lors de la transmission est au plus 2.

Remarques :

— lorsque d > g+ 1, on peut trouver P homogene de degré d a 7 + 1 variables, identiquement nul
sur P (F ) (voir 'exercice 7 pour le cas limite quand 2 = 2) ; il semble alors moins aisé de calculer
la distance minimale du code obtenu, puisque cela nécessiterait de connaitre le maximum du
nombre de zéros des polynémes homogenes de degré d non identiquement nuls sur P, (F, ).

— On vérifie facilement que, a 7 et g fixés et en imposant 1 < d < g, lefficacité de R (d,P,) est
maximale pour d = ¢, tandis que la distance minimale A est maximale (ce qui est souhaitable

pour pouvoir corriger le plus possible d’erreurs de transmission) pour d = 1; on ne peut donc
pas avoir, ici encore, a la fois le beurre et I’argent du beurre!
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2il ’agit de la distance de HAMMING

10



