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e Les brenoms : une activité pedagogique sur les
nombres

e Dans le désordre
e A quoi ca sert ?
Histoire : les débuts
Construction des nombres p-adiques
Quelques curiosités, quelques « beaux » résultats
Conclusion
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Brenoms* ou nombres décadiques

Lorsque |'on passe des nombres entiers
aux nombres réels on s'autorise a
utiliser des nombres ayant une infinité
de chiffres apres la virgule.

Que se passerait-il si on essayait de
calculer avec une infinite de chiffres

avant la virgule ?

* Nombres en verlan
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e Un nombre décadique ou
brenom est un « nombre »
ayant une infinité de chiffres
(0,1,...,9) a gauche. 10

e Exemples

...010101 27 372

12121212
...9999917531459



Opérations sur les décadiques
e Addition

..24567/81
...9564210

...3020991
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Multiplication (avec retenue)

123
456
/38
...615.
.492..
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...00001
+ ...99999
...00000

Autrement dit: -1=...999

Autre exemple : -3=...9997

On n’a plus besoin du signe « - » devant les nombres !
Remarque : ... 0000123 =123
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Soit x:...anan_l...ak...OOO. Les a. sont des chiffres
et k est le plus petit entier tel que a, hon nul.

Vérifier que : -x = ...(9-a.)(9-a_,)...(10-a,)

Exemple 1 Exemple 2
x= ..45673000 Xx= ... 15603

= ...54327000 -X= ...84397



La division
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Ona: oo
..6666667
X 3
000000001 Ou encore :

1/3= ...6666667

Peut-on inverser 2 ?

...00000002
X 2772772777

0000001




Structure

Soit B I'ensemble des brenoms*.
Alors B est muni d’une structure
d’anneau commutatif unitaire

contenant une copie de
Z (les relatifs). Le groupe des
éléments inversibles de B est
formé de tous les brenoms dont le
premier chiffre est premier a 10
(i.e., 1,3,7,9).

+ On suppose que cela a un sens !



Exercices

e Montrer que |'equation
X2-X=0
possede 4 solutions dans B.

e Résoudre dans B : X2-1=0.

e Et si on changeait de base ?

Pour en savoir plus et pour des activités scolaires voir les
comptes rendus de MATh en Jeans : -
http://www.mjc-andre.org/pages/amej/accueil.htm



Le reste de |'exposé

e Donner une sens a ces
nombres

et construction des
p-adiques.

e Les débuts de
'histoire des nombres
n-adiques.

e A quoi casert?



A quoi Ga sert ?

Fleve de (ENS, Charles PSOT (1910-
1984)
1°"au concours de fagrégaﬁon de-
Tuthé matique s (1932). Maitre de-
confére ncespuis]orofesseurd
Borde aux, il obtie ntun poste a la
ﬁcuffé des sciences de Paris (1955) et
alécole po[ytzcﬁniclue. On lidott des
travaux re marquaﬁ@s en théovie des
%mﬁrespﬂncﬁoa[é mentsurles
vombres dits de Pisot-Vijayaraghavan .



Entretien de J. Nimier avec C. Pisot *

« QUAND VOUS PRENEZ IES NOM BIES P-ADIQUES, AIORBS 1A, POUR
LINSIANT ON NE VOIT ENOCOIE AUCUNE M OIIVATION DUE A IA
REAITIE ; M AIS D' ICI QUEIQUE 'IEM PS ON TROUVERA DANS 1A
REAITIE DES CHOSES POUR IESQUEIIES IES NOM BIES P-ADIQUES
FORM ERONT UN BON M ODEIE. ON NE LA PAS ENCORE JUSQU'A
PRESENT, CEIA RESIE ENCORE EN'TIEREM ENT DANS LESPHT ; OR 1L
Y A DES TAS DE THEORES CONSIRUTIES SURIES NOM BIES P-
ADIQUES, ILY A DES IONCIIONS DE VARIABIES P-ADIQUES, ILY A
DES BOUQUINS, ... »

« ILRAUT S’ ABSTRAIIE DE 1A REAITIE ST ON VEUT FAIRE DES PROGHES »
*En 1974. Voir les publications de I'IREM de Lyon



Environ trente ans apres ...

e Topological Geometrodynamics (TGD) : une
theorie physique en essor depuis les annees 80

http://www.physics.helsinki.fi

e Cryptographie
e Codes correcteurs d’erreurs

A. R. Calderbank , N. J. A. Sloane, Modular and p-
adic cyclic codes, Designs, Codes and
Cryptography, v.6 n.1, p.21-35, July 1995




Nombres p-adiques : |le PAPA

Kurt Hensel ou le mathématicien par qui les
p-adiques arrivent (en 1897) !
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Zoom sur le papa

e Kurt HENSEL est né le 29 Décembre 1861 a Kdnigsberg
en Prusse orientale (aujourd’hui : Kaliningrad, Russie) un
des hauts lieux, avec Gottingen, des mathématiques
allemandes, éleve de KRONECKER, HENSEL enseignera a
Berlin et a Marburg. Il prit la direction du célebre journal
de CRELLE de mathématiques pures et appliquées en
1901.

e Kurt HENSEL est décédeé le 01 juin 1941 a Marburg
(Allemagne).
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Paul Berge 1914
Jessie Cameron 1912
Helmut Hasse 1922
Adolf Fraenkel 1915
Anna Sturmfels 1915

R. Strassmann 1924
Kurt

Hensel Erhard Tornier 1922

Christoph Schwantke 1910
Johannes Philipps 1919
Hermann Koller 1914
Friedrich Huttig 1907

Philipp Voll 1915



(Jacob Ludwig W ‘ Fanny |(Wi|helm Henselw
von Adelson Mendelssoh&
[Julie von Adelson] (Sebastian Hensel T

[Kurt Hensel]




e Aussi douée
Felix Mendelssc

e Fanny la gran
elle-méme une
compositeur. El
compositions nr
environ 120 pie

e Ce n‘est qu'ur
décida de pass¢
et de publier se
commencait a ¢
commandes se
subitement au |
ses concerts




Jeunesse de K. Hensel

e Les etudiants allemands de cette époque ne choisissaient
pas une seule université pour etudier, mais suivaient des
cours dans plusieurs institutions différentes.

e Hensel a étudié a Berlin et a Bonn. Parmi ses professeurs :
Lipschitz, Weierstrass, Borchardt, Kirchhoff, Helmholtz et
Kronecker. C'est Kronecker qui a eu le plus d‘influence sur
lui et a supervisé ses études de doctorat a I'Université de
Berlin.

e Hensel a présenté sa thése « Arithmetische
Untersuchungen uber Diskriminaten und ihre
ausserwesentlichen Teiler » a Berlin en 1884 et il a
continué a y travailler, présenter sa these d'habilitation et
de devenir un « Privatdozent » en 1886.



Hensel Biography (encore !)

Hensel s’est a marié a Gertrud Hahn a Berlin en 1887
Gertrud et Kurt Hensel ont un fils et trois filles.

Hensel a été nommé a un poste de professeur a I'Université
de Marburg en 1901. Il a passeé le reste de sa carriere, il a
pris sa retraite en 1930 mais reste a Marburg.

Il a consacré de nhombreuses années a |'édition des ceuvres
de Kronecker. En fait, il a publié cing volumes des ceuvres de
Kronecker entre les années 1895 et 1930.

L'appelation « peiti théoreme de Fermat » et « entier p-
adique » sont de Hensel



e Helmut Hasse (1898 a Kassel-1979 a
Ahrensburg) .

« ] ai décidé de contivwer nes études saus la direction de ¢
Kurt Hersel de Marturg. Quielle décision Hitive
¢ éait | En 913, Hersel a pulié un livre sur la
théorie des nontres. ] 'ai trowé un eenplaire de ce
live chez un antiquaire de Gottingen et I ai acheté.
J'ai trowé ses nowelles néthodes conplétenent
fascinantes et digne d'une étude
approfondie. »




Les inspirateurs

¢ KUMMER Ernst Eduard, 1810-
1893 (Cantor fut un de nombreux
éleves).

Décomposition d’'un nombre

premier dans les extensions
cyclotomiques. Arithmétique
dans ces extensions.

e DEDEKIND Richard 1831-1916
Eleve de Gauss et de Dirichlet.

Généralisation des travaux de
Kummer a des extensions

algébriques et avec WEBER ils
montrent que cette approche 0
s'applique aux corps de fonctions = " " - "

DEDEKIND



Idée de HENSEL* @

e Pour étudier une fonction « au voisinagee d’un point  », on
utilise le développement de Taylor ou de Laurent en séries de
puissances de (X- ).

e Pour étudier un nombre algébrique, on utilise un
développement en termes de puissances d’un nombre
premier.

*Premiere publication en 1897 suivie de plusieurs articles. Livres
en 1908 et 1913.



Applications mathématiques immeédiates

e Décomposition du discriminant
d’un corps de nombres (1897)

e Décomposition (factorisation) d’un
nombre premier p dans Q( ) en
termes de factorisation du
polyndme minimal de modulo

P




Rappel : construction de R
Valeur absolue usuelle

e L'application de Q dans Q : x —— |x|=Max(x,-x) définit
une valeur absolue sur Q pour laquelle il existe des suites de
Cauchy non convergente dans Q. Exemple, la suite de

terme général
(umz k=<n <-1)W/

est une suite de Cauchy* qui ne converge pas dans Q.

e On compléte Q pour obtenir R : on comble les trous !

Une suite est dite de Cauchy si la différence en valeur absolue entre deux
termes quelconques de la suite peut étre rendue aussi petite qu’on veut.



Valeur absolue p-adique
ﬁest un normbre premier

soit X dans Z. Il existe un unique N dans N et Udans Z tels
que p ne divise pas U et

X=p"u.
On pose, pour X dans Z,

Ixlp=(1)~

On obtient une nouvelle valeur absolue sur Z dite
valeur absolue p-adique.

L'entier positif 1_est dit valuation p-adique de X



Exemples

e Soit x=4.0n a:
1X],=(1/2)?
[X]s=1
x| =1

e Comme, pour n dans N, |[p"|=p™ la
suite p™tend vers zero (pour la valeur
absolueﬁ-adique) |



Prolongement a Q

*  Pourx=(ah) dans Q 0N pose
. Xl =lal/1bl,

On obtie nt ainsiune vale ur absolue surﬂ\/érﬁamj
Jourxety dans Q :

4. |x|,=o0 sietseulementsix=o,

5. Ixyl,= X1, 1yl

6. x+ﬂps Max( x|, |y|p)(ngaﬁt€
fl[tmmém’clue).




Remarque

Pour x ety dans Q, la relation |x-y|,
définit une distance dans Q.

Pour cette distance (topologie) deux
nombres rationnels sont proches si de
numérateur de leur différence est
divisible par une grande puissance de p



Q.

* "Munide cette valeurabsolueQ est
1 /O0RPS VAIDE (ﬂ[tmmém’que 01U
von archimsdie n) NON OOMPIET
(C[ﬂﬂs Q Clue [i[y 6{'65 SUﬁ?S C[@J

Caucﬁy non conve 1296 HUZS).

* fa comyféﬁon deQ donne-Q, (la

\/d% urabsolue deeQ estétenduea
Q,)



En résume

*  Lecows Qpest obtenus grosso modo » a Jartir
deQ en acﬁo@nanﬁa ce demiertoutes les limites

des suites de Caucﬁy de Q.

* EXEM PIES DE CAICUL

E> La suite : 1, L4p, 1+p+P2,..., LHp+pI+...+pT5... est
we suite dans I quiconverye (dans Q_P) Vers

1/1-p).

. Ona:-1=(p-1)+(p-1)p+(p-1)p> +..+(p1)p™+...



Développement de Hensel

* Toutilmentx deQ, s’écrit de manize
fmiclue-)
x= .ap" (F
oi los a,sontdes « chiffres » (de o afpl)
et’s dans & .

* Twversement toute séte de hﬁ)rme Q‘)
Ci-dessus estconverygente dans qu

&fﬁam ('f I)C|p=(lﬁ)s



Comment marche le dév:. de Hensel (dans Q)* ?
* Pourx=(ab) dans Qavec p ne divis ant pas b

- Comme b estinversible mocfufo]o, il existe ay dans {0,...,p-1%} te
que x = a_df‘rmcfuﬁ)y.

~ Onécnt x=az+px, etontrecommence avec x,.
¢ 51’]9 divise b on travaille avecﬁ’x eton cfivisejmrﬁ'

Onyeut’égaﬁémentuﬁ[iserh division se lon (ésyuisscmces
crofssantes de a]mrB ECTItS en 66156]9.

* Pour les nombres algébriques, c’est un peu plus délicat !



Exemple
e 1/3 dans Qg

1 3
I 132
...44440
14
3
3

4440



Nombres dyadiques (2-adiques)

Ce sonttoutes les sommes Q%ies ouinﬁnies)

X = A"

avec a,dans {0,1}.

@&marque DoonpeutécrireX = ... dydydy (ave c une

inﬁnire’ cﬁﬁes dgaucﬁe) etles opéutions (addttions,
fnu[ﬁjo[i’caﬁons, ...)5efontenrejoormmh retenue de
gaucﬁe—w‘l droite .




Représentation, =2 (pour simplifie r)



Conséquences de |'ultrameéticité

** TOUSIES’
SONT ISOCEIES ! x
d
* = TOUT FIEM ENT 2 Y
D’UNE BOUIE o
OUVERIE EST | y

, d(x,y) <" Max(d(x,z), d(z,y))

B(x,r[ = {y € Qp/d(x,y)<r}, boule ouverte



Aquoisa seit? Un «beau > thiorme (Hasse,

1920)
@ri’ncj@e localglobal

SoitFune forme quac[mn’que. L’équaﬁon F=0
a une solution non triviale dans Q
gﬁﬁaﬁmem“)si, etseulementsi elle
fpssp:cfe une solution non triviale dans R
etune solution non triviale dans Q, ur

wutnomﬁre J??’Q mie 1’}9 ([('DCCLQ me TLI').



Exemple

Léquation )czyntxﬁﬁét%{:o admet
e solution non triviale dans Q siet
seulementsielle enjaossécfe une (nom
triviale ) dans cﬁaclue-’(lp (jctz, 3,5,..)et
dans R.



Aquoica sevt? Un autre beaw
wsultat: e kmme de Hensell

AN

Soit’fx) dans Z[x]. On suppose olu’iﬂ
existe o dans I re[clue :

'f O)zo f’m:w[}o et’j{ O) 0 moa[}o.
Alors flexiste  dans Z,,re[cluef( )=0 avec

= otapt...
Autrement dit,

Si on sait factoriser modulo p on saura faire
dans Q,



Encore un peu d’histoire

e Le livre de Steinitz en 1910 (ou
I'importance théorique du travail
de Hensel) :

« C'est la découverte de ces derniers
qui conduisit Steinitz, comme il le
dit explicitement, a dégager les
notions abstraites communes a
toutes ces théories dans un travail
fondamental qui peut étre considéré
comme ayant donné naissance a la
conception actuelle de 1’algebre. »

Steinitz 1871-1928

Eléments d’histoire des mathématiques, N. Boubaki , Hermann 1960, p 109



D’autres dates

e A partir de 1907 Hensel construit les
fonctions élémentaires : exp, log, sin,...

e En 1912 Kurschak introduit les valuations
e En 1917 Ostrowski etablit son theoreme
« Les seules valeurs absolues sur Q sont (a

eéquivalence pres) les valeurs absolues p-
adiques et |la valeur absolue usuelle »

e Entre 1220 et 1935 : Théorie complete des
valuations (Deuring, Schmidt, Krull, ...)



Et les décadiques dans tout ¢a ?

B=Q2@ Qs



En guise de conclusion

e Les p-adiques sont un pont entre
deux champs differents des
mathématiques (algebre, analyse)

e Les questions de convergence sont
apparues plus tard : les p-adiques
etaient considérés comme des objets
formels

e La théorie des corps, des valuations
est posterieure a celle des p-adiques



Diviseurs de zéro

..112
...625
...560
..224.
672..
...000




Tous les triangles sont isoceles

*Ona: c[(x,y)s%x(of(x,z),o[(z,y)).

’Sic{(x,z) af(z, )a[ors on peutsupposer
cf(x,z)<o[(z,y).y 4 7¥

* Mezalors d(x,y)< d(z,y) impligue-
d(z,y)<Max(d(z,x),d(x,y) < d(z,y).
Ce quiestmanifestement absurde.

Parconséquentsid(x,z) cf(z,y) alors
d(x,y)=d(z,y).



Tout point de la boule est centre de la boule

* Boule ouverte de centre x etde rayonr:
ﬁ(x,r)z{y€ Qﬁ/ cf(x,y)<r}.
* Soitz € B(x,1) (ie., d(z,)<n). Ona: o
d(z,y) < Max(d(z,x), d(xy)) .
* ‘ﬁarconsécluent, '

d(z,y)<r:
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Sitographie

ehttp://pagesperso-orange.fr/alain.pichereau/brenom.html
ehttp://www.vincl7.org/math/index.fr.html
ehttp://mathenjeans.free.fr/amej/edition/9301bren/brenoms
ohttp://www.animath.fr/old/UE/autres/brenoms.html
ehttp://en.wikipedia.org/wiki/P-adic_number
ehttp://mathenjeans.free.fr/amej/accueil.htm

oehttp://
www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hensel.html
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