L’identité de Bezout et ’algorithme d’Euclide.

Nous présentons ici deux méthodes de résolution de I’équation

(E) : 17z — 11y = 542

1 Le texte original de Bézout (1766)

Extrait du Cours de Mathématiques a l'usage des Gardes du Pa-
villon et de la Marine. Par M. Bézout, de I’Académie des Sciences,
Examinateur des Gardes du Pavillon & de la Marine, des Eléves et
des Aspirans au Corps de I’Artillerie, & Censeur de Livres.

Troisiéme Partie contenant 1’Algébre et 1I’Application de cette
Science a I’Arithmétique et la Géométrie.

Premiére Section, dans laquelle on donne les principes du
Calcul des Quantités algébriques.

Des problémes indéterminés. Question premiére. On demande
en combien de maniéres on peut payer 542 livres, en donnant des
pieces de 17 liv. € en recevant en échange des piéces de 11 livres.

Représentons par x le nombre des piéces de 17 liv. & par y celui
des piéces de 11 liv.; en donnant x piéces de 17 liv. on payera x fois
17 liv. ou 17x : en recevant y piéces de 11 liv. on recevra 1ly; par
conséquent, on aura payé 17x—11y ; & puisqu’on veut payer 542 liv. on
aura 17x — 11y = 542. Tirons la valeur de y, c’est-a-dire, de 'inconnue
qui a le moindre coefficient, & nous aurons y = %.

Comme on n’a que cette équation, on voit qu’en mettant arbitraire-
ment, pour x tel nombre qu’on voudra, on aura pour y une valeur qui
satisfera surement a ’équation ; mais comme la question exige que x
et y soit des nombres entiers, voici comment il faut s’y prendre pour
y parvenir directement.

La valeur de y = % se réduit, en faisant la division autant
qu’il est possible, & y = x — 49 + 6“;3 ; il faut donc que G’H‘g soit un
nombre entier : soit u ce nombre entier; on aura 693;3 = u, & par

conséquent 6z — 3 = 1lu & = = %42, ou, en faisant la division,

r=u-+ 5“5“3; il faut donc que % fasse un nombre entier : soit ¢
ce nombre entier; on aura % =t, & par conséquent 5u + 3 = 6t &
u = % =t+ % ; il faut donc que % fasse un nombre entier : soit
s ce nombre entier, on aura % = s, & par conséquent ¢t = 5s+ 3 :
I’opération est terminée ici, parce qu’il est évident qu’en prenant pour
s tel nombre entier qu’on voudra, on aura toujours pour ¢ un nombre
entier tel que I'exige la question, puisqu’il n’y a plus de dénominateur.

Remontons maintenant aux valeurs de =z & y : puisqu’on a
trouvé u = %=3: en mettant pour ¢ la valeur 5s + 3, on aura
U = w =6s+ 3 : & puisqu’on a trouvé z = 11%37 en met-
tant pour w sa valeur, on aura r = % = 11s + 6 : enfin, puis-

uon a trouvé y = =542 op gubstituant pour z sa valeur, on aura
11 ) )

y = 18702512 — 175 — 40; ainsi les valeurs correspondantes de z &

de y sont x = 11s + 6, & y = 17s — 40. Par la premiére, on est libre
de prendre pour s tel nombre entier qu’on voudra; mais la seconde
ne permet pas de prendre s plus petit que 3; en effet y devant étre
positif, il faut que 17s soit plus grand que 40, ou que s soit plus grand
que ‘11—2, c’est-a-dire, plus grand que 2.

On peut donc satisfaire a cette question d’une infinité de maniéres
différentes, qu’on aura toutes en mettant dans les valeurs de = & de
y, au lieu de s, tous les nombres entiers positifs imaginables depuis
3 jusqu’a l'infini; ainsi posant successivement s = 3, s = 4, s = 5,
s =6, s =17, &c, on aura les valeurs correspondantes de = & de y
comme il suit :

r = 39... y =11
= 50 = 28
=61 =45
= 72 = 62
= 83,&c. =179

Dont chacune est telle qu’en donnant le nombre de piéces de 17 liv.
désigné par x, & recevant le nombre correspondant de piéces de 11
liv. désigné par y, on payera 542 livres.



2 Le méthode de Bézout (1766)

En résumé
Descente

L’équation a résoudre dans N? est
(E) : 17z — 11y = 542

En prenant pour x une valeur entiére quelconque, on n’obtient pas
forcément pour y une valeur entiére & cause du dénominateur 11 dans
Saalita o) — 17Tz—542
légalite y = ~577=

La méthode de Bézout consiste & écrire successivement :

17x — 542 6x — 3
- - = _4
4 11 ST
6xr — 3
= r—49+u avec u= xﬂ
11u+ 3 ou+ 3
r = =u-+
6 6
5 3
= u-+t avec t= ug—
6t — 3 H_t—3
u = —_— -
5 5
t—3
= t+s avec SIT
t = 5s+3

Les nombres y et x sont entiers si et seulement si z et v sont entiers.

Les nombres x et u sont entiers si et seulement si u et ¢ sont entiers.

Les nombres u et t sont entiers si et seulement si ¢ et s sont entiers.

L’absence de dénominateur dans la derniére égalité implique que ¢
et s sont entiers si et seulement si s est entier.

Donc y et x sont entiers si et seulement si s est entier.

Remontée

Bézout obtient successivement :

t=5s+3

_6t—3_305+18—3_6 5

U = 5T 5 = bs +

~ Nu+3  66s+33+3
T T 6
170 — 542 187s + 102 — 542

mn 11

On souhaite x et y positif, donc 11s +6 > 0 et 17s — 40 > 0,
¢’est-a-dire s > % > 2.

On obtient donc une infinité de solutions pour x et y en prenant
pour s des valeurs entiéres supérieures ou égales a 3 :

=11s+6

=17s — 40

’y:

s| 3|45 |67
z|39|50|61]|72]83
y | 11|28 |45 |62 |79

Applications

1. En utilisant la méthode de Bézout, résoudre dans N? 1’équation
dr —22y =7
2. En utilisant la méthode de Bézout, résoudre dans N? 1'équation
93x — 34y = 123

On pourra noter o = y, 1 = x puis xs, r3... les variables suc-
cessives.



3 Reésolution en Terminale S (2009) Il existe donc un entier k tel que x — xg = 11k et par conséquent
y—1yo = 17k.
On souhaite résoudre (F) : 17z — 11y = 542 dans N?. On cherche On obtient donc
d’abord une solution particuliére de

x=ux9+ 11k = 1084 + 11k avee ke
17z — 11y =1 y=1yo+ 17k = 1626 + 17k
en remontant 'algorithme d’Euclide pour le PGCD de 17 et 11 : On souhaite que (z;y) € N? donc on a les contraintes
Descente 1084 + 11k > 0 k> —% ~ —98,5
1626 + 17k > 0 k> —%?6 ~ —95,6
On obtient donc
17 = 1x11+6
= 1084 + 11k
11 = 1x6+5 v 05 —Od: - - -
11 x6+5 {y:1626+17k avec k€ {-95;-94;---}
6 = 1x5+1

ce qui donne

Remontée
k1-951-94|-931]-92]|-91
x| 39| 50| 61 | 72| 83
] . y| 11 | 28 | 45 | 62 | 79

Une solution particuliére de 17z — 11y = 1 est donc (2;3).
On en déduit une solution particuliére de (£) :

(xo;90) = (542 x 2;542 x 3) = (1084;1626)
Le couple (x;y) est solution de (E) si et seulement si
17z — ) = 11y — o)

Les entiers 17 et 11 sont premiers entre eux, donc d’aprés le théo-
réme de Gauss, 11 divise z — xy.



4 Analyse de la méthode de Bézout

La comparaison des deux méthodes précédentes permet de recon-
naitre I'algorithme d’Euclide dans la méthode de Bézout.
Partant de I’équation

Qpxr1 — @19 = C1

avec ag et a; premiers entre eux, Bézout obtient :

apr1 — C1
Tg = —————— = ahr) — Cy +
aj aq

A1 — Co

ol as et cp (respectivement al, et ¢) sont les restes (respectivement
les quotients) de la division de aqg et ¢; par a;.

En posant
A1 — C2
LTog = ————
ai
on obtient
a1T9 + Co , ’ a3Ty — C3
Tl =——"—""=QU309 — C3 + ———
a2 a2

ol as et ¢y sont les restes de la division de ag et co par as.

On itére le procédé en construisant 3 suites :

— La suite des entiers (a,) définie par la donnée de ag et ay, et par
Q4o est le reste de la division de a,, par a,.1.
La suite des entiers (a,,) est strictement décroissante. Son dernier
terme est axy1 = 0 pour un certain entier k et on a ap = 1 car ag
et a; sont premiers entre eux.

— La suite des entiers (c,), ¢, <, définie par la donnée de ¢, et par
Cnt1 est le reste de la division de ¢, par a,.

— La suite des inconnues (), définie par

Ap+1Tn + (_1>ncn+1
Qn

Tpt1 =

Par construction, pour tout entier naturel n < k — 1, z,, et x,41
sont entiers si et seulement si x, 1 et x,,2 sont entiers.
La derniére inconnue xj est définie par

apTr_1 + (—l)kilck

Af—1

On a a; = 1 donc
k—1
Tpo1 = a2, — (—1)" ¢

Pour que xp_1 et x; soient entiers, il faut et il suffit que xp soit
entier.



