Algorithmique et histoire des mathématiques

Introduction historique et géographique :

Muhammad ibn M!s" al-Khw"rizm#est né dans les années 780 et mort vers 850 a
Bagdad. Mathématicien et astronome, il est actif entre 813 et 833 a la Maison de
la Sagesse (Bayt athikma) sous le régne du calife al-Mam! n.

Ses écrits, rédigés en langue arabe, puis traduits en latin a partir du Xlle siecle,
ont permis l'introduction de la numération décimale positionnelle (dit calcul
indien et aujourd’hui numération indo-arabe) et de l'algebre en Europe. Mais,
attention, il faudra attendre au moins le X1V® siécle pour que la numération indo-
arabe soit définitivement adoptée par les mathématiciens (notamment grace au
Liber abacide Léonard de Pise, dit Fibonacci).

Son nom est a I'origine du mot algorithmeet le titre de I'un de ses ouvrages — livre
sur le calcul par la restauration (al-jabr) et la comparaison (al-mug%oba)a— a
I'origine du mot algebre.
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Union Soviétique, en

dOAhmed Djebbar (voyages en mathZmatiques)s://www.voyage 1983. en I’'honneur d’al-

Khw"rizm#.

Textes / lecture :

Al-Khw'rizm# estimait que les problemes mathématiques complexes pouvaient étre résolus en étant
décomposés en une succession d’étapes : c’est I’algorithmique sans ordinateur.

Chez al-Khw"rizm#,les problemes se ramenent a I’un des six procédés suivants :

¥

¥

Types simples : typel: x$=x
type2: x$=q
type3: x=¢q

Types composés :  typed: x$+px=q
type5: x$+q=p
type6: x$=q+ X

Nous allons nous intéresser aux équations de type 4, 5 et 6, sachant que :
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Les nombres utilises — coefficient et solution — ne sont que des nombres positifs (entiers et rationnels).

Aucune équation n’aura des nombres irrationnels comme coefficient de I’équation (chez al-Khw'"rizm#),
contrairement & quelques équations chez Fibonacci. Mais, on aura des nombres irrationnels comme
solution d’équation (mais peu).

Chez al-Khw"rizm#, aucuneéquation n’aura 0 comme second membre : 0 n’est pas un nombre !!!

Evidemment, pas de nombres décimaux ... (ici, probléme de I’anachronisme de Scratch avec I’affichage
de nombres décimaux ou des valeurs approchées, alors que la calculatrice travaille sous forme de valeur
exacte : écriture fractionnaire ou racine carrée).

Il n’y a pas de symboles algébriques avant le 12° siécle (en Andalus), donc pas d’équations formelles
chez al-Khw'"rizm#, mais des mathématiques rhétoriques.

Les premiers symboles algébriques apparaissent dans un texte latin : fin 13° / début 14° siécle (voir livre
M. Moyon 2017).

Nous allons dans un premier temps, passer du texte rhétorique d’al-Khw"rizm# a la transcription moderne
(calcul littéral), puis dans un second temps, passer a I’algorithmique et a la programmation sous Scratch.
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Résoudre des équations du second degré avec al-Khw! rizm/ :

Voici un extrait du Mukhtdar " #is$b aljabr wal-mudbbala [Livre sur le calcul par la restauration et la
comparaison] d’al-Khw"rizm#(1X® siécle) qui propose la résolution des équations composées du second degré
(A partir de la traduction francaise réalisée par Roshdi Rashed, 2007, p. 96 — 106) :

J'ai trouvZ les nombres dont on a besoin dans le calcujabalwa-|- muq$bala selon trois modes
qui sont: les racires, les carrZs, et le nombsenple, qui n'est rapportZ ni ~ une racine, ni ~ un
carrZ.Laracine, parmi ces modes, est toute chose multipliZe panelee, ~partir de I'unitZ, les
nombres qui sont adessus d'elle, et les fractions guint audessousi'elle. Le carrZ est ce qu'on
obtient lorsqu'on multiplie la racine paile-meme.Le nombre simplesst un nombre qu'on exprime
sans qu'il soit rapportdi ~ une racine, ni ~ un carrZ.

Voici la discussion des trois modes du nombre dans le Liber restauraoonis (Livre de la restauration),
adaptation latine du 13° siécle de I’algébre d’al-Khw"rizm#. (d’aprésM. Moyon 2017) :

Quant au nombre qui est nZcessaire pour notre calcul, il est divisZ en trois [modes] : la racine du
nombre, le carrZ ou le bien de laciae et le nombre simple associZ ni avec le carrZ ni avec la

racine. Quant " la racine, c'est le nombre qui, multipliZ pasrieime, produit l'autre. Quant au

bien ou le carrZ de la racine, c'est le nombre qui est produit ~ partir de ladite racine nxigtipdir
elleememe. Le nombre simple est ce qui n'est produit par le moyen d'aucun bien ou d'aucune racine

Qu’est-ce qu’une racine ? un carré ? et un nombre simple ?

Une racine se dit shay@n arabe et sera représentée par un shin(premiére lettre du mot) qui donnera « x »
(dG a la transcription phonétique de «sh» en langue romane de I’époque, encore aujourd’hui en
portugais).
Donc, aujourd’hui,

une racine se traduit par I’inconnue X,

un carré par x?,
un nombre simple correspond au terme constant.

Synonymes : dans certaines traductions on pourra trouver « bien » a la place de « carré », « chose » a la
place de « racine » et « drachme » a la place de « nombre simple ».

Attention, dans la résolution de problemes, « bien » est aussi, selon son étymologie, une simple « somme
d’argent ».

Eléments de bibliographie :

Ahmed Djebbar (2005) LOalgebre arabe. Genese dOun Ratis, VVuibert.

Marc Moyon (2017) La restauration et la comparaison, ou I’art de résoudre des équations quadratiques dans
I’Europe latine, Revue dOhistoire des mathZmaticg&233-299.

Roshdi Rashed (2007) Al-Khw$rizm! Le commencement de |QalgstRais, Blanchard.
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Algorithmique et histoire des mathématiques — Activité —

Equations de type 4 : Les carrés plus les racines égaux a un nombre :

Les carrZs plus les racines Zgaux ~ un nombestgar exemple lorsque tu dim carrZ plus dixacines sont
Zgaux ~ trenteneuf dirhams, c'est-dire que si on ajoute ~ un carrZ quelconque [une quantitZ] Zgale ~ ¢
racines, le tout sera trerteeuf.

ProcZdZ: partage en deux moitiZs le nombre des racjniésient, dans ce probleme, cing, que multiplies
par lui-meme; on a vingtcing ; tu l'ajoutes ~ trenteneuf, on aura soixartquatre; tu prends la racine qui est
huit, de laquelle tu soustrais la moitiZ du nombre des racines, qui est cing. Il reste trois, qui est la raci
carrZ que tu vex, et le carrZ est neuf.

1) Si on note x$ «les carrés » et X « les racines », écris I’expression littérale qui correspond a I’exemple
Propose.

Veérifie la solution trouveée.
Tu obtiens un algorithme de résolution pour cette équation.

Vers la généralisation ...

3) Ets’il avait dit « un carrZ plus sept racines sont Zgaux ~ deemtvingt-huit dirhams» ?
a) Ecris I’expression littérale qui correspond & cette situation.

b) Quelles seraient les 5 étapes données dans le procédé précédent pour résoudre I’équation
obtenue ?

Vérifie la solution trouvée.
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4) On veut écrire un algorithme permettant de résoudre les équations du type 4 « x$+ px = g » ou p désigne
le nombre de racines et g le nombre de dirhams.

a) Reprends les 5 étapes du procéde précédent en remplacant le nombre de racines (10) par p et le
nombre de dirhams (39) par g.

b) En utilisant une variable qui désignera chaque résultat intermédiaire que I’on appellera s et une
autre qui désignera le résultat final que I’on appellera r, écris sous forme d’algorithme les 5
étapes obtenues a la question précédente.

Remarque on retrouve les strophes générales du Liber restauracionis

Si quelqu'un donne des drachmes Zgales au bien ave
choses,

Carre la moitiZ des choses. Ajoute le carrZ aux drachmeg
De la racine, soustrais alors la moitiZ des choses.

Et le reste montrera la racine du bien cherchZ.

Cum rebus censusi quis dragmis dabit equm
Res quadra medias quedratis adice dragmas
Radici quorum medias res excipe demum

Et residuum quesiti census radicem ostendet

Traduction :

Si quelqu'un donne des drachmes égales au bien avec des choses,
Prends le carré de la moitié des choses. Ajoute ce carré aux drachmes.
De la racine du résultat précédent, soustrais alors la moitié des choses.
Et le résultat de la différence montrera la racine du bien cherché.

Programmation avec Scratch :

a) De combien de variables a-t-on besoin ? Lesquelles ?

b) Complete le programme suivant.
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LUET est diqué

mettre s a n

IS E L= Quelle est la valeur de p ?  Ro @ iacs (Lile=

mettre p a réponse ~

I EL = Quelle est la valeur de g ? BSalad= L=

Initialisation :

Si quelqu'un donne des drachmes égales
au bien avec des choses.

Prends le carré de la moitié des choses.
Ajoute ce carré aux drachmes.

De la racine du résultat précédent,
soustrais alors la moitié des choses.

Et le résultat de la différence montrera la
racine du bien cherché.

(TN =11 =8 Le carré de la solution est - pendant 9 secondes

[ (TS9N 111 La solution positive est . pendant 9 secondes

c¢) Ecris ce programme dans Scratch, puis teste les équations des questions 1 et 3.
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Algorithmique et histoire des mathématiques — Activité —

Equations de type 5 : Les carrés et le nombre égaux a des racines :

rrZ et vingt et un
dirhams, ce que 1

Les carrZs et le nombre Zgaux des racines, cOest par exemple lorsque tu dis : un
sont Zgaux "~ dix racines, cQeslire que, si tu ajoutesun carrZ quelconque vingt et
obtiens sera Zgal " dix racines de ce carrZ.

ProcZdZ : partage en deux moitiZs le nombre des rapimesura cing; multiplie-le/par lu-meme, on aura
vingtcing, dont turetranches vingt et un, apOon a dit «tre avec le caryd reste guatre; prends sa racine,
qui est deux retranchela de la moitiZ du nombrees racines, qui est cing. Il rgste trois, qui est la racine ¢
carrZ quetu veux. Et le carrZ est neuf. Si tu veux, ajoute la raciaemoitiZdu/fombre des racines; on aura
sept qui est la racine du carrZ cheliZ, et le carrZ est quarameuf. Si tu ren ontres un probleme dgeimene

" cette sorteyZrifie son exactitude, soit en ajoutant, sinonretranchant n 707
la fois en ajoutanet en retranchant, ce qui ne se fait dans aucune de
de partager en deux moitiZs le nombre @eines.
Sache que, si tu partages le nombre des racines dans cettees xmoitiZs, et que tu multiplies [une
moitiZ] par ellememede sorte que le produit soit moins que les difthams qui sont aveart&s, le probleme
devient alors impossible; et si le rZsultat est Zgad dirhams euxngmes, la racine du carrZ est alors Zgal
la moitiZdu nombre des racines exactement, sans excZdent ni/diminution.

Type 5

Si quelqu'un dor . es a des drachmes avec le bjen,
Carre la moitié d A fal @ ¢ abaisse les drachmes.

Ajoute ou enléve la moitié des choses.

Et le sortant montrera la racine du bien recherché.

Repartir du texte — méme fil qu’avec le type 4.

Initialisation
I «nb racines/nb de choses
I I nbdedirhams

11 Bx?k
2

Sis! ! alors
afficher « Pas de solution »

Sis = qalors
res
afficher r

Sis > qalors
Sses—q
s«A/s
ner!l!
!
oot !
Afficher !, etr.
Si quelqu'un donne des gnoses égales a des drachmes avec le bien,
Carre la moitié des chgSes. Du carré abaisse les drachmes.

Ajoute ou enleve le goté du reste a la moitié des choses.
Et le sortant montrgra la racine du bien recherché.

On peut écrife cela car les « si » s’excluent mutuellement et on a tous les cas possibles.
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Algorithmique et histoire des mathématiques — Activité —

Equations de type 6 : Les racines plus le nombre égaux aux carrés :

Les racinesplus le nombre Zgaux aux carr£est par exemple lorsque tu dis : trois racines et quatre
nombre sont Zgaux ~ warrZ.

ProcZdZ : partagée nombre des racines en deux moitiZs, on plus un demj multiplie-le par lukmeme, on
a deux plus un quartajoutele ™ quatre, on a six plus un quartprends sa racine qui esteux plus un demi,
ajoutela ~ la moitiZ du nombre des racines, gstun plus un demi, on a quatre, qui est la racine du carrZ,
le carrZest seize.

En t’aidant de I’ Activité 1 (équations de type 4), réponds aux question suivantes :
1) Si on note x$ «les carrés » et X « les racines », écris I’expression littérale qui correspond a I’exemple
Propose.

Vérifie la solution trouvée.

3) On veut écrire un algorithme permettant de résoudre les équations du type 6 « px + g = x$» ou p désigne
le nombre de racines et g le nombre de dirhams.
Ecris sous forme d’algorithme les 5 étapes données dans cette strophe.

Si I'on cherche le bien Zgaldes choses et des drachmes,
Carre la moitiZ des choses. Au carrZ ajoute les drachmes.
Additionne la racine de ceci et la moitiZ des racines.

Et la somme montrera la racine du bien recherchZ.

Programmation avec Scratch :

Ecris ce programme sous Scratch et teste-le.



